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水泥工人的困擾？ 

 

摘要 

在一次偶然的機會下，看到水泥工人在砌牆，他堆疊磚頭的方式和我想的不同？為甚麼

他不把磚頭堆疊整齊(圖 a)？而是刻意把磚頭錯開(圖 b)？我好奇的問工人，他說…。聽完他的

解釋後，引發我另外的想法，於是我用自製的長方形積木當作磚頭，試著排出一個矩形，且

這個矩形中的積木要錯開，即在矩形中不能有分割線(圖 c)。 

我們共做了十三種大小不同的積木，用這些積木實際操作，並記錄結果。探究記錄結果

後，發現了積木的長、寬與矩形長、寬之關係。此外經由探討及拼排的過程中，也發現可利

用積木長、寬的差，有技巧的將積木錯開，而找到一種可排成我們想要的矩形之方法。最後

配合積木尺寸，釘了幾種不同的外框，做出有趣的益智玩具(圖 d)。 
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圖 d 



 

壹、研究動機 

有一次在爬山途中，看到水泥工人正在砌牆，看著、看著…我不禁納悶起來？為

什麼工人砌牆時要將磚頭錯開堆疊？我好奇的問工人，工人說：「這種砌牆的方式，可

以使牆壁更加堅固，但也因為這樣，所以有時要切割磚頭，才能砌成一面完整的牆。」

聽完工人的解釋後，我更加疑惑，於是我又繼續問工人：「如果不切割磚頭，難道就不

能砌成一面完整的牆嗎？」工人想了一會兒，支支吾吾的答不出來，後來我利用自製的

積木當作磚頭，展開一連串的研究。  

 

 

貳、研究目的 

一、探討積木為 1×2 時，可以排出哪些 m×n 的無縫隙矩形。 

二、推廣至積木為 a×b 時，可以排出哪些 m×n 的無縫隙矩形。 

三、探討積木的長(a)、寬(b)與無縫隙矩形的長(m)、寬(n)之關係 

四、尋找可以排出無縫隙矩形的方法。 

 

 

 

參、研究設備及器材 

自製積木、自製巧板、紙、筆 
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肆、研究過程 

一、研究過程流程圖 
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探討積木為 a×b時排出的無縫隙矩形 

☆發現 a、b要為 m或 n的因數 
☆探討 a、b要為 m或 n的因數之原因 
☆探討 m、n要有二種不同的 a、b組合之原因 

探討積木為 1×b時排出的無縫隙矩形 

☆發現 b要為 m或 n的因數 
☆探討 b要為 m或 n的因數之原因 
 

尋找排出無縫隙矩形的方法 

☆利用積木長(a)、寬(b)的差與增加等量積木來錯開分割線 

☆找出最小矩形 A：(ab+a+b)×3ab的排法及推廣 
☆找出最小矩形 B：(2ab+a)×(2ab+b)的排法及推廣 

探討積木為 1×2時排出的無縫隙矩形 

☆探討阻擋分割線所需的最少積木數量 
☆探討可排出的最小無縫隙矩形(5×6) 
☆探討 6×6無法排出無縫隙矩形的原因 



 

二、定義： 

(一)符號： 

1.a：積木的長，如圖一。 

2.b：積木的寬，如圖一。 

3.m：無縫隙矩形的長，如圖二。 

4.n：無縫隙矩形的寬，如圖二。 

(二)本研究中，a、b 互質，且 a＜b。 

(三)無縫隙矩形：在矩形中找不到任何一條貫穿的直線，亦即這個矩形是無法拆成兩個

小矩形。如圖二為一無縫隙矩形，而圖三則否，因為在圖三中有一直

線CD貫穿此矩形。 

(四)分割線：是指用 1×1 積木整齊排列時，每塊積木邊長所構成的直線，如圖四中所有

紅色直線，皆為分割線。 
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三、探討積木為 1×2 時，排出 m×n 的無縫隙矩形 

(一)將積木為 1×2 時排出的無縫隙矩形面積整理成表一 

 

表一：積木為 1×2 排出的無縫隙矩形面積 

長(m) 無縫隙矩形的面積(m×n) 

m＝5   5×6      5×8        5×10        5×12           5×14

 
m＝6 6×5     6×7       6×8       6×9        6×10         6×11

 
m＝7 7×6      7×8        7×10         7×12            7×14

 
m＝8  8×5    8×6      8×7      8×8        8×9        8×10         8×11

 
m＝9  9×6      9×8       9×10         9×12             9×14

 
m＝10 10×5   10×6     10×7     10×8      10×9        10×10        10×11

 
m＝11 11×6      11×8       11×10        11×12          11×14

 

⋮ ⋮ 
 

觀察表一發現：1.排出的無縫隙矩形面積均為偶數。 

2.排出的最小無縫隙矩形面積為 5×6。 

3.無法排出 6×6 的無縫隙矩形。 
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(二)探討上述的發現 

1.分析發現 1：顯而易見，由積木 1×2 排出的矩形面積是 2n，而 2n 是一偶數。 

2.在探討發現 2 之前，我們必須先分析阻擋每一條分割線至少需要幾塊積木，在此我們將矩

形分成「偶×偶」型和「奇×偶」型兩種。 

(1)「偶×偶」型：矩形的長、寬均為偶數。 

①阻擋所有縱向分割線需要 2n-2 塊積木 

(分析)：A.要阻擋第一條縱向分割線(圖五~1)，至少要排 2 塊橫向積木，如果只排一塊橫向

積木(圖五~2)，那麼分割線左邊的面積為 1×(m-1)是一奇數(圖五~3 黃色部分)，無

法用 1×2 積木排出，所以至少要排 2 塊橫向積木(圖五~4)。 

B.要阻擋第二條縱向分割線(圖五~5)，至少也要排 2 塊橫向積木，如果只排一塊橫

向積木(圖五~6)，那麼分割線左邊的面積為 1×m+1×(m-1)=2m-1 也是一奇數(圖五

~6 綠色+黃色部分)，無法用 1×2 積木排出。 

C.同理可分析得，要阻擋每一條縱向分割線，至少都要排 2 塊橫向積木(圖五~7)。 

D.縱向分割線有(n-1)條，故要阻擋所有縱向分割線共需 2×(n-1)=2n-2 塊積木。 

    

 
 

 
 

②阻擋所有橫向分割線需要 2m-2 塊積木(圖五~8) 

(分析)：理由同① 

③由①、②知，要阻擋所有分割線共需 2(m+n-2)塊積木。 
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(2)「奇×偶」型：矩形的長、寬中，有一邊為奇數，另一邊為偶數。 

①阻擋所有縱向分割線需要
3n
2

-2 塊積木 

(分析)：A.要阻擋第一條縱向分割線(圖六~1)，至少要排 1 塊橫向積木(圖六~2)，此時分割

線左邊面積為 1×(m-1)是一偶數(圖六~3)，可以用 1×2 積木排出。 

B.要阻擋第二條縱向分割線(圖六~4)至少需要排 2 塊橫向積木，如果只排一塊橫向

積木(圖六~5)，那麼分割線左邊的面積為 1×m+1×(m-1)=2m-1是一奇數，無法用 1×2

積木排出，所以至少要排兩塊橫向積木(圖六~6)。 

C.同理可推得要阻擋第三條、第五條、第七條、……第 X 條(X 為奇數)縱向分割線，

至少都需要排一塊橫向積木，而要阻擋第 4 條、第 6 條、……第 Y 條(Y 為偶數)

縱向分割線，至少都需要排二塊橫向積木(圖六~7)。 

D.要阻擋所有縱向分割線共需(1+2) ×
n−2

2
+1=

3n
2

-2 塊積木。 

 

 
 

 
 

②阻擋所有橫向分割線需要 2m-2 塊積木(圖六~8) 

(分析)：理由同(1)中的① 

③由①、②知，要阻擋所有分割線共需 2(m+n-2)- n
2
塊積木，此時 m 為奇數，n 為偶數。 

 (3)結論：由上述(1)、(2)的討論知，要阻擋「偶×偶」型中的所有分割線需要 2(m+n-2)塊積木；

要阻擋「奇×偶」型中的所有分割線需要 2(m+n-2)- n
2
塊積木，此時 m 為奇數，n 為

偶數。 
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3.因為排成 m×n 矩形所需的積木數量，必須要大於或等於阻擋所有分割線所需的積木數量，

因此在「偶×偶」型的矩形中，我們可以得到
m×n

2
≧2(m+n-2)的關係式；而在「奇×偶」型的

矩形中，也可以得到
m×n

2
≧2(m+n-2)- n

2
的關係式。 

 

(1)解
m×n

2
≧2(m+n-2)的不等式，m、n 均為偶數。 

     
m×n

2
≧2(m+n-2) 

→m×n≧4m+4n-8 

→m×n-4m-4n+8≧0 

→(m-4)×(n-4)≧8 

① m-4≧8 且 n-4≧1→m≧12 且 n≧5，所以 m×n 的最小為 12×6。 

② m-4≧4 且 n-4≧2→m≧8 且 n≧6，所以 m×n 的最小為 8×6。 

③ m-4≧2 且 n-4≧4→m≧6 且 n≧8，所以 m×n 的最小為 6×8。 

④ m-4≧1 且 n-4≧8→m≧5 且 n≧12，所以 m×n 的最小為 6×12。 

⑤結論：由①到④的討論知，當矩形為「偶×偶」型時，m×n 最小為 6×8。 

 

(2)解
m×n

2
≧2(m+n-2)-

n
2
的不等式，m 為奇數，n 為偶數 

     
m×n

2
≧2(m+n-2)-

n
2
 

→m×n≧4(m+n-2)-n 

→m×n-4m-3n+8≧0 

→(m-3)×(n-4)≧4 

① m-3≧4 且 n-4≧1→m≧7 且 n≧5，所以 m×n 的最小為 7×6。 

② m-3≧2 且 n-4≧2→m≧5 且 n≧6，所以 m×n 的最小為 5×6。 

③ m-3≧1 且 n-4≧4→m≧4 且 n≧8，所以 m×n 的最小為 5×8。 

④結論：由①到③的討論知，當矩形為「奇×偶」型時，m×n 最小為 5×6。 

4.探討發現 2：分析上述 3 中的兩個結論，可以推得 m×n 最小為 5×6。 

5.探討發現 3：由上述 3 中(1)的結論知，當矩形為「偶×偶」型時，m×n 最小為 6×8，所以 6×6

的無縫隙矩形是無法排出的。 

 

(三)由上述的討論，可歸納得到以下的結果 

1.結果一：積木為 1×2 時，要排出「偶×偶」型的無縫隙矩形，至少需要 2(m+n-2)塊積木。 

2.結果二：積木為 1×2 時，要排出「奇×偶」型的無縫隙矩形，至少需要 2(m+n-2)- n
2
塊積木，

此時 m 為奇數，n 為偶數。 
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(四)利用上述(二)中，阻擋「奇×偶」型矩形中每一條分割線所需積木數量之方法，來延伸討

論 5×6 矩形的所有排法，我們一共找到 6 種，如下所示。 
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四、我們延伸探討積木為 1×3、1×4、1×5 時排出的無縫隙矩形面積，將它們整理成表二、表

三、表四。 

表二：積木為 1×3 排出的無縫隙矩形面積 

長(m) 無縫隙矩形的面積(m×n) 發現(註：a＝1，b＝3) 

m＝7   7×9      7×12        7×15          7×18

       

(ab+a+b) ×sab，s∈N 且 s≧

3 

m＝8   8×9      8×12        8×15          8×18

      

(ab+2a+b) ×sab，s∈N 且 s

≧3 

m＝9 9×7    9×8     9×9     9×10     9×11

 

3ab×(ab+t1a+t2b)，ti∈N  

m＝10 10×9     10×12       10×15         10×18

 

(ab+4a+b) ×sab，s∈N 且 s

≧3 

m＝11 11×9     11×12       11×15         11×18

 

(ab+5a+b) ×sab，s∈N 且 s

≧3 

m＝12 12×7  12×8    12×9    12×10    12×11

 

4ab×(ab+t1a+t2b)，ti∈N  

m＝13 13×9     13×12       13×15         13×18

 

(ab+7a+b) ×sab，s∈N 且 s

≧3 

m＝14 14×9    14×12       14×15         14×18

 

(ab+8a+b) ×sab，s∈N 且 s

≧3 

m＝15 15×7   15×8    15×9    15×10     15×11

 

5ab×(ab+t1a+t2b)，ti∈N  
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表三：積木為 1×4 排出的無縫隙矩形面積 

長(m) 無縫隙矩形的面積(m×n) 發現     (註：a＝1，b＝4) 

m＝9   9×12    9×16       9×20         9×24

 

(ab+a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝10  10×12    10×16     10×20        10×24

  

(ab+2a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝11  11×12    11×16     11×20         11×24

 

(ab+3a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝12 12×9  12×10  12×11  12×12   12×13   12×14

 

3ab×(ab+t1a+t2b)，ti∈N  

m＝13  13×12    13×16     13×20         13×24

 

(ab+5a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝14  14×12   14×16       14×20        14×24

 

(ab+6a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝15  15×12    15×16      15×20        15×24

 

(ab+7a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝16 16×9  16×10  16×11  16×12   16×13   16×14

  

4ab×(ab+t1a+t2b)，ti∈N  

m＝17   17×12   17×16      17×20        17×24

 

(ab+9a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

⋮ ⋮ ⋮ 
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表四：積木為 1×5 排出的無縫隙矩形面積 

長(m) 無縫隙矩形的面積(m×n) 發現(註：a＝1，b＝5) 

m＝

11 

   11×15     11×20         11×25          11×30

 

(ab+a+b) ×sab，s∈N 且

s≧3 

m＝

12 

   12×15     12×20         12×25          12×30

 

(ab+2a+b) ×sab，s∈N

且 s≧3 

m＝

13 

   13×15     13×20         13×25          13×30

 

(ab+3a+b) ×sab，s∈N

且 s≧3 

m＝

14 

   14×15     14×20         14×25          14×30

 

(ab+4a+b) ×sab，s∈N

且 s≧3 

m＝

15 

15×11   15×12   15×13    15×14    15×15    15×16

 

3ab×(ab+t1a+t2b)，ti∈N  

m＝

16 

  16×15      16×20        16×25          16×30

 

(ab+6a+b) ×sab，s∈N

且 s≧3 

m＝

17 

  17×15      17×20        17×25           17×30

 

(ab+7a+b) ×sab，s∈N

且 s≧3 

m＝

18 

  18×15      18×20        18×25           18×30

 

(ab+8a+b) ×sab，s∈N 且

s≧3 

m＝

19 

  19×15      19×20        19×25           19×30

 

(ab+9a+b) ×sab，s∈N 且

s≧3 

m＝

20 

 20×11  20×12   20×13    20×14    20×15     20×16

 

4ab×(ab+t1a+t2b)，ti∈N  
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(一)觀察表二~表四發現：b 要為 m 或 n 的因數，且 m≧2b+1，n≧3b。 

(二)探討 b 要為 m 或 n 的因數 

1.如果 b 為 m 的因數，則每一行可以用
m
b
個 b×1 的積木恰好覆蓋(圖七~1)。 

如果 b 為 n 的因數，則每一列可以用
n
b
個 1×b 的積木恰好覆蓋(圖七~2)。 

2.如果 m×n 矩形可以被 1×b 的積木完全覆蓋，則在 m×n 矩形分割線所構成的方格中填數，

第一行的格子從上到下依次填入 1、2、3…m，此外對其中任何一列，所填各數從左至右，

每一格都增加 1(圖七~3)，這樣，每一個 1×b 的積木在矩形的覆蓋中，所蓋住的格子中所

填的數，除以 b 的餘數，恰好有一個餘 1、一個餘 2、…、一個餘 b-1、一個整除。因為

m×n矩形可以被 1×b的積木完全覆蓋，所以在m×n矩形分割線所構成的方格中所填的數，

除以 b 之後的各種餘數的個數會相等，亦即「餘 1 的個數=餘 2 的個數=餘 3 的個數=…」。 

 
如果 b 不是 m、n 的因數，那麼 m、n 除以 b 就會有餘數，也就是 m=pb+s，n=qb+t，

而 s．t≠0。我們規定 s≦t，接著將 m×n 矩形按圖八的方式分為 3 塊，一塊是 s×t 矩形，

另一塊是 pb×n 矩形，還有一塊是 s×qb 矩形。 

顯然，pb×n 矩形和 s×qb 矩形中，分割線所構成的方格中所填的數，除以 b 之後的

各種餘數的個數會相等。而 s×t 矩形中分割線所構成的方格中所填的數，除以 b 之後的

各種餘數的個數也應該要相等。但我們觀察 s×t 矩形中所填的數(圖九)，發現第 t 條對角

線上的數都是 t，所以 t 在圖九中至少出現 s 次，而 t+1 都在第 t+1 條對角線上，即 t+1

共出現 s-1 次，則 m、n 除以 b 若有餘數，就不能完全覆蓋，所以 b 要為 m 或 n 的因數。 
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(三)探討 m≧2b+1，n≧3b。 

1.當 m＜b 時，1×b 的積木無法直立，只能排橫向，所以會有分割線貫穿，如圖十。 

2.當 m=b 時，如圖十一，直排會有分割線貫穿，橫排也會有分割線貫穿。 

3.當 b＜m＜2b 時，若全部橫排會有分割線貫穿，橫直交錯排列時(如圖十二)，想要阻擋 L1，

則會有 L2的分割線貫穿。 

4.當 m=2b 時，若排 2 塊直立積木會有分割線貫穿；若全部排橫向也會有分割線貫穿，而橫

直交錯排列時(如圖十二)，想要阻擋 L1，則會有 L2的分割線貫穿線。 

5.由 1~4 知，m≧2b+1，又因為 m 或 n 要為 b 的倍數，而 m 不是 b 的倍數，所以 n 一定要

為 b 的倍數，故 n≧3b(如圖十三) 
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五、我們改變積木的大小，繼續探討積木為 2×3、2×5、2×7、3×4、3×5、3×7、4×5、4×7、4×9

時，排出的無縫隙矩形面積，並將它們整理成表五~表十三。 

表五：積木為 2×3 排出的無縫隙矩形面積 

長(m) 無縫隙矩形的面積(m×n) (a＝2，b＝

3) 

m＝

11 

  11×18        11×24            11×30               11×36

 

(ab+a+b) 

×sab，s∈N

且 s≧3 

m＝

13 

  13×18        13×24            13×30               13×36

 

(ab+2a+b) 

×sab，s∈N

且 s≧3 

m＝

14 

  14×15     14×18       14×21        14×24          14×27

 

(2ab+a) 

×(2ab+tb)，

t∈N 

m＝

15 

15×14     15×16      15×18        15×20         15×22

 

(2ab+b) 

×(2ab+ta)，

t∈N 

m＝

16 

 16×15      16×18       16×21        16×24          16×27 

 

(2ab+2a) 

×(2ab+tb)，

t∈N 

m＝

17 

17×18        17×24          17×30              17×36

 

(ab+4a+b) 

×sab，s∈N

且 s≧3 

m＝

18 

18×11   18×13   18×14    18×15     18×16     18×17     18×18

 

3ab×(ab+t1a

+t2b)，ti∈N 

m＝

19 

19×18       19×24           19×30               19×36

 

(ab+5a+b) 

×sab，s∈N

且 s≧3 

m＝

20 

20×15     20×18       20×21        20×24         20×27

 

(2ab+4a) 

×(2ab+tb)，

t∈N 
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表六：積木為 2×5 排出的無縫隙矩形面積 

長(m) 無縫隙矩形的面積(m×n) 發現  (註：a＝2，b

＝5) 

m＝17       17×30              17×40                  17×50              

 

(ab+a+b) ×sab，s∈N 且

s≧3 

m＝19    19×30                  19×40                 19×50           

 

(ab+2a+b) ×sab，s∈N

且 s≧3 

m＝21        21×30              21×40                 21×50             

 

(ab+3a+b) ×sab，s∈N

且 s≧3 

m＝22 22×25、22×30、22×35、22×40… (2ab+a) ×(2ab+tb)，t∈N 

m＝23 23×30、23×40、23×50、23×60… (ab+4a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝24 24×25、24×30、24×35、24×40… (2ab+2a) ×(2ab+tb)，t∈N 

m＝25 25×22、25×24、25×26、25×28… (2ab+b) ×(2ab+ta)，t∈N 

m＝26 26×25、26×30、26×35、26×40… (2ab+3a) ×(2ab+tb)，t∈N 

m＝27 27×30、27×40、27×50、27×60… (ab+6a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝28 28×25、28×30、28×35、28×40… (2ab+4a) ×(2ab+tb)，t∈N 

⋮ ⋮ ⋮ 

 

表七：積木為 2×7 排出的無縫隙矩形面積 

長(m) 無縫隙矩形的面積(m×n) 發現   (註：a＝2，b＝

7) 

m＝23      23×42            23×56                  23×70

 

(ab+a+b) ×sab，s∈N 且 s

≧3 

m＝25 25×42、25×56、25×70、25×84… (ab+2a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝27 27×42、27×56、27×70、27×84… (ab+3a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝29 29×42、29×56、29×70、29×84… (ab+4a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝30 30×35、30×42、30×49、30×56… (2ab+a) ×(2ab+tb)，t∈N 

m＝31 31×42、31×56、31×70、31×84… (ab+5a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝32 32×35、32×42、32×49、32×56… (2ab+2a) ×(2ab+tb)，t∈N 

m＝33 33×42、33×56、33×70、33×84… (ab+6a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝34 34×35、34×42、34×49、34×56… (2ab+3a) ×(2ab+tb)，t∈N 

m＝35 35×30、35×32、35×34、35×36… (2ab+b) ×(2ab+ta)，t∈N 

m＝36 36×35、36×42、36×49、36×56… (2ab+4a) ×(2ab+tb)，t∈N 

m＝37 37×42、37×56、37×70、37×84… (ab+8a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

⋮ ⋮ ⋮ 
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表八：積木為 3×4 排出的無縫隙矩形面積 

長(m) 無縫隙矩形的面積(m×n)  發現 (註：a＝3，b＝4) 

m＝19      19×36           19×48               19×60

 

(ab+a+b) ×sab，s∈N 且

s≧3 

m＝22 22×36、22×48、22×60、22×72… (ab+2a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝23 23×36、23×48、23×60、23×72… (ab+a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝25 25×36、25×48、25×60、25×72… (ab+3a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝26 26×36、26×48、26×60、26×72… (ab+2a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝27 27×28、27×32、27×36、27×40… (2ab+a) ×(2ab+tb)，t∈N 

m＝28 28×27、28×30、28×33、28×36… (2ab+b) ×(2ab+ta)，t∈N 

m＝29 29×36、29×48、29×60、29×72… (ab+3a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝30 30×28、30×32、30×36、30×40… (2ab+2a) ×(2ab+tb)，t∈N 

m＝31 31×36、31×48、31×60、31×72… (ab+5a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝32 32×27、32×30、32×33、32×36… (2ab+2b) ×(2ab+ta)，t∈N 

⋮ ⋮ ⋮ 

表九：積木為 3×5 排出的無縫隙矩形面積 

長(m) 無縫隙矩形的面積(m×n) 發現  (註：a＝3，b＝5) 

m＝23       23×45         23×60              23×75

 

(ab+a+b) ×sab，s∈N 且

s≧3 

m＝26 26×45、26×60、26×75、26×90… (ab+2a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝28 28×45、28×60、28×75、28×90… (ab+a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝29 29×45、29×60、29×75、29×90… (ab+3a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝31 31×45、31×60、31×75、31×90… (ab+2a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝32 32×45、32×60、32×75、32×90… (ab+4a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝33 33×35、33×40、33×45、33×50… (2ab+a) ×(2ab+tb)，t∈N 

m＝34 34×45、34×60、34×75、34×90… (ab+3a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝35 35×33、35×36、35×39、35×42… (2ab+b) ×(2ab+ta)，t∈N 

m＝36 36×35、36×40、36×45、36×50… (2ab+2a) ×(2ab+tb)，t∈N 

m＝37 37×45、37×60、37×75、37×90… (ab+4a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

表十：積木為 3×7 排出的無縫隙矩形面積 

長(m) 無縫隙矩形的面積(m×n) 發現 (註：a＝3，b＝7) 

m＝31      31×63           31×84            31×105

 

(ab+a+b) ×sab，s∈N 且 s

≧3 

m＝34 34×63、34×84、34×105、34×126… (ab+2a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝37 37×63、37×84、37×105、37×126… (ab+3a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝38 38×63、38×84、38×105、38×126… (ab+a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝40 40×63、40×84、40×105、40×126… (ab+4a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝41 41×63、41×84、41×105、41×126… (ab+2a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝43 43×63、43×84、43×105、43×126… (ab+5a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝44 44×63、44×84、44×105、44×126… (ab+3a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝45 45×49、45×56、45×63、45×70… (2ab+a) ×(2ab+tb)，t∈N 

m＝46 46×63、46×84、46×105、46×126… (ab+6a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝47 47×63、47×84、47×105、47×126… (ab+4a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝48 48×49、48×56、48×63、48×70… (2ab+2a) ×(2ab+tb)，t∈N 
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表十一：積木為 4×5 排出的無縫隙矩形面積 

長(m) 無縫隙矩形的面積(m×n) 發現(註：a＝4，b＝5) 

m＝29    29×60            29×80             29×100

 

(ab+a+b) ×sab，s∈N 且 s

≧3 

m＝33 33×60、33×80、33×100、33×120… (ab+2a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝34 34×60、34×80、34×100、34×120… (ab+a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝37 37×60、37×80、37×100、37×120… (ab+3a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝38 38×60、38×80、38×100、38×120… (ab+2a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝39 39×60、39×80、39×100、39×120… (ab+a+3b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝41 41×60、41×80、41×100、41×120… (ab+4a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝42 42×60、42×80、42×100、42×120… (ab+3a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝43 43×60、43×80、43×100、43×120… (ab+2a+3b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝44 44×45、44×50、44×55、44×60… (2ab+a) ×(2ab+tb)，t∈N 

⋮ ⋮ ⋮ 

表十二：積木為 4×7 排出的無縫隙矩形面積 

長(m) 無縫隙矩形的面積(m×n) 發現 (註：a＝4，b＝7) 

m＝39      39×84          39×112              39×140

 

(ab+a+b) ×sab，s∈N 且

s≧3 

m＝43 43×84、43×112、43×140、43×168… (ab+2a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝46 46×84、46×112、46×140、46×168… (ab+a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝47 47×84、47×112、47×140、47×168… (ab+3a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝50 50×84、50×112、50×140、50×168… (ab+2a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝51 51×84、51×112、51×140、51×168… (ab+4a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝53 53×84、53×112、53×140、53×168… (ab+a+3b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝54 54×84、54×112、54×140、54×168… (ab+3a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝55 55×84、55×112、55×140、55×168… (ab+5a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝57 57×84、57×112、57×140、57×168… (ab+2a+3b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝58 58×84、58×112、58×140、58×168… (ab+4a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

⋮ ⋮ ⋮ 

表十三：積木為 4×9 排出的無縫隙矩形面積 

長(m) 無縫隙矩形的面積(m×n) 發現(註：a＝4，b＝9) 

m＝49      49×10          49×144             49×180

 

(ab+a+b) ×sab，s∈N 且

s≧3 

m＝53 53×108、53×144、53×180、53×216… (ab+2a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝57 57×108、57×144、57×180、57×216… (ab+3a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝58 58×108、58×144、58×180、58×216… (ab+a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝61 61×108、61×144、61×180、61×216… (ab+4a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝62 62×108、62×144、62×180、62×216… (ab+2a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝65 65×108、65×144、65×180、65×216… (ab+5a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝66 66×108、66×144、66×180、66×216… (ab+3a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝67 67×108、67×144、67×180、67×216… (ab+a+3b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝69 69×108、69×144、69×180、69×216… (ab+6a+b) ×sab，s∈N 且 s≧3 

m＝70 70×108、70×144、70×180、70×216… (ab+4a+2b) ×sab，s∈N 且 s≧3 
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(一)觀察表五~表十三發現：a、b 要為 m 或 n 的因數。 

(二) 探討 a、b 要為 m 或 n 的因數。 

1. a、b 分別為 m 或 n 的因數 

    如果 a 為 m 的因數，b 為 n 的因數，則 m=a·s，n=b·t，那麼 m×n 矩形可畫分為 s×t 個 a

×b 的積木(如圖十四)。如果 m×n 矩形可被 a×b 的積木完全覆蓋，那麼 m×n 矩形必定可被 1

×b 及 1×a 積木完全覆蓋(如圖十五)。由第 13 頁的探討得知，a、b 分別為 m 或 n 的因數。 

2. a、b 同時為 m 或 n 的因數 

如果 a、b 同時為 n 的因數，則 m=ax+by。那麼 m×n 矩形可畫分為兩個矩形，一個為

n×ax 矩形，另一個為 n×by 矩形，這兩個矩形均可被 a×b 的積木覆蓋(如圖十六)。如果 m×

n 矩形可被 a×b 積木完全覆蓋，那麼 n 邊可排
n
a
個 a×b 或

n
b
個 b×a 積木，m 邊可排 x 塊 a×b

積木及 y 塊 b×a 積木，所以 m=ax+by(如圖十七)，a、b 同時為 n(或 m)的因數。 

 
 

(三)分析無縫隙矩形的長、寬，與積木長、寬的關係： 

1.觀察表一到表十三，不難發現，用若干個 a×b 積木排成無縫隙矩形時，這些無縫隙矩形

的邊長並非毫無限制。顯而易見，它一定會由若干個 a 和若干個 b 組合而成(如圖十八)，

亦即 

ax1＋by1＝m、ax2＋by2＝n，故我們進一步分析無縫隙矩形的長(m)和寬(n)。以下我們只舉

2×3 的積木排成無縫隙矩形為例，其餘的部分詳見筆記。 
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2.用 2×3 的積木排成矩形時， 

矩形的長(m)可表示成 ax1＋by1＝m…(1)， 

同理寬(n)可表示成 ax2＋by2＝n…(2) 

再將 a＝2、b＝3 代入(1)、(2)式中得 2x1＋3y1＝m、2x2＋3y2＝n 

 

(1)當 m＝1 時，2x1＋3y1＝1→x1、y1找不到整數解。 

 

(2)當 m＝2 時，2x1＋3y1＝2  

x1 1  

y1 0 →(x1、y1)找到(1、0)的解。 

 

(3)當 m＝3 時，2x1＋3y1＝3 

x1 0  

y1 1 →(x1、y1)找到(0、1)的解。 

 

(4)當 m＝4 時，2x1＋3y1＝4 

x1 2  

y1 0 →(x1、y1)找到(2、0)的解。 

 

(5)當 m＝5 時，2x1＋3y1＝5 

x1 1  

y1 1 →(x1、y1)找到(1、1)的解。 

 

(6)當 m＝6 時，2x1＋3y1＝6 

x1 3 0  

y1 0 2 →(x1、y1)找到(3、0)，(0、2)的解。 

 

(7)當 m＝7 時，2x1＋3y1＝7 

x1 2  

y1 1 →(x1、y1)找到(2、1)的解。 

 

(8)當 m＝8 時，2x1＋3y1＝8 

x1 4 1  

y1 0 2 →(x1、y1)找到(4、0)，(1、2)的解。 

 

(9)當 m＝9 時，2x1＋3y1＝9 

x1 3 0  

y1 1 3 →(x1、y1)找到(3、1)，(0、3)的解。 
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 (10)當 m＝10 時，2x1＋3y1＝10 

x1 5 2  

y1 0 2 →(x1、y1)找到(5、0)，(2、2)的解。 

 

(11)當 m＝11 時，2x1＋3y1＝11 

x1 4 1  

y1 1 3 →(x1、y1)找到(4、1)，(1、3)的解。 

 

(12)當 m＝12 時，2x1＋3y1＝12 

x1 6 3 0  

y1 0 2 4 →(x1、y1)找到(6、0)，(3、2)，(0、4)的解。 

 

(13)當 m＝13 時，2x1＋3y1＝13 

x1 5 2  

y1 1 3 →(x1、y1)找到(5、1)，(2、3)的解。 

 

(14)當 m＝14 時，2x1＋3y1＝14 

x1 7 4 1  

y1 0 2 4 →(x1、y1)找到(7、0)，(4、2)，(1、4)的解。 

 

(15)當 m＝15 時，2x1＋3y1＝15 

x1 6 3 0  

y1 1 3 5 →(x1、y1)找到(6、1)，(3、3)，(0、5)的解。 

 

(16)當 m＝16 時，2x1＋3y1＝16 

x1 8 5 2  

y1 0 2 4 →(x1、y1)找到(8、0)，(5、2)，(2、4)的解。 

 

(17)當 m＝17 時，2x1＋3y1＝17 

x1 7 4 1  

y1 1 3 5 →(x1、y1)找到(7、1)，(4、3)，(1、5)的解。 

 

(18)當 m＝18 時，2x1＋3y1＝18 

x1 9 6 3 0  

y1 0 2 4 6 →(x1、y1)找到(9、0)，(6、2)，(3、4)，(0、6)的解。 
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(19)當 m＝19 時，2x1＋3y1＝19 

x1 8 5 2  

y1 1 3 5 →(x1、y1)找到(8、1)，(5、3)，(2、5)的解。 

 

(20)當 m＝20 時，2x1＋3y1＝20 

x1 10 7 4 1  

y1 0 2 4 6 →(x1、y1)找到(10、0)，(7、2)，(4、4)，(1、6)的解。 

 

(21)我們由第 15 頁的表五中知道，當 m＝11、13、14、15、16、17、18、19、20、…時，

再加上適當的 n 值，就可以排成無縫隙矩形，而觀察上述 1.到 20.的分析，不難

發現，當 m＝11、13、14、15、16、17、18、19、20、…這些數時，m 都可以找

到至少二組(x1、y1)均為正整數的解。 

(22)n 值的分析同 m 值的分析。 

 

(四)由上述(三)的討論知，用 a×b 的積木排出 m×n 的無縫隙矩形時，除了 a、b 必須要為 m 或

n 的因數外，同時 m、n 至少還要有 2 組正整數解，亦即 m=ax1+by1=ax2+by2且

n=ax3+bx3=ax4+by4。 

(五)將無縫隙矩形分為兩類 

1. a、b 同時為 m 或 n 的因數時，找到的無縫隙矩形，我們稱它為矩形 A，從觀察表五到表

十三知，矩形 A 的面積為：(ab+t1a+t2b) ×(t3ab)，t3≧3。 

2. a、b 分別為 m 或 n 的因數時，找到的無縫隙矩形，我們稱它為矩形 B，從觀察表五到表

十三知，矩形 B 的面積為：(2ab+t4a) ×(2ab+t5b)。 

 

六、排出無縫隙矩形的方法 

(一)排出無縫隙矩形的 2 個技巧 

  1.將 a×b 的積木一橫一直拼排時發現，當長度排到 a×b 時，可排出一個小矩形(如圖十九)，

此時一邊長為 a+b，另一邊長為 a×b，因為 a、b 互質，所以與(a+b)邊平行的分割線皆不

能貫穿此矩形。 
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圖十九 

a×b 

a 

b 

b 

a 



a×b 

a×b 

a×b 

a×b 

a×b 

2.將 a×b 的積木兩排並列後發現，當其中一行開頭排入一塊不同方向的積木時，可將兩行

縱向的分割線錯開(如圖二十)。 

 

 

 

 

(二)用 a×b 的積木排出最小矩形 A，此時 m=ab+a+b，n=3ab。 

1.先排一個 ab×(a+b)於左上角①的位置。 

2.排 2 個 a×ab 於上方②的位置填滿 n 邊。 

3.排一個 a×ab 於左方③的位置填滿 m 邊。 

4.排一塊 a×b 在④的位置。 

5.排一個 a×ab 在⑤的位置。 

6.排一個 ab×(a+b)在⑥的位置。 

7.和 4.同方向補滿⑦的位置。 

8.和 5.同方向補滿⑧的位置，即完成最小矩形 A。 

 
 (三)擴大：我們以最小矩形 A 為基礎，往橫向及縱向擴大 

1.橫向擴大：如圖二十二，將最小矩形 A 由紅線的地方分開，中間可插入 k 個(a×b)的長度，

因為增加的長度為 kab，所以新增加的面積可同紅線左邊的方式錯開，故可

阻擋縱向新增加的分割線。 
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圖二十 



 

2.縱向擴大：如圖二十三，將最小矩形 A 由紅線的地方分開，中間可插入 ai+bj 的長度(i、j=0、

1、2、3…)，因為 a、b 互質，新增加的橫向分割線會因 a 與 b 的差而錯開，但

a=1 時，因為 b 為 a 的倍數，會有新的分割線而無法阻擋，此時可利用 b
2
的小正

方形旋轉 90
o
及調換積木位置來解決。唯當 a=1、b=2 時，m×n=6×6 無法排出無

縫隙矩形(第 6~7 頁有探討)，當 a=1、b≧3 時，m×n=3ab×3ab 可排出如圖二十四。 
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 (四)用 a×b 的積木排出最小矩形 B，此時 m=2ab+a，n=2ab+b。 

1.先排一個 ab×(a+b)於左上角①的位置。 

2.排一個 a×ab 和一個 a×b 於上方②的位置填滿 n 邊。 

3.排一個 a×ab 和一個 a×(ab-b)於左方③的位置填滿 m 邊。 

4.排一塊 a×b 在④的位置。 

5.排一塊 a×b 在⑤的位置。 

6.排一個 ab×(a+b)在⑥的位置。 

7.在⑤的下方排一個 b×ab 在⑦的位置。 

8.和④同方向補滿⑨的位置。  

9.和⑤同方向補滿⑩的位置。 

 
 (五)擴大：我們以最小矩形 B 為基礎，往橫向及縱向擴大 

1.橫向擴大：如圖二十六，將 m×n 的矩形由紅線的地方分開，中間可插入 k 個 b 的長度，

新增加的縱向分割線會因②與④、⑤的差而錯開。 
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2.縱向擴大：如圖二十七，將最小矩形 B 由紅線的地方分開，中間可插入 k 個 a 的長度，

新增加的橫向分割線會因為 a 與 b 的差而錯開。 

 

 
 

七、設計玩具和遊戲 

(一)玩具：有趣的無縫隙巧板 

用積木排出無縫隙矩形就非常好玩且具挑戰性，但排完後很容易散掉，所以我們釘了

外框將積木框住。我們做了 5 種尺寸，由淺入深，組成一套有趣的益智玩具(如圖)。 

1.內容： 

(1) 1×2 的積木，5×6 的外框。 

(2) 1×3 的積木，9×9 的外框。 

(3) 1×4 的積木，12×12 的外框。 

(4) 2×3 的積木，11×18 的外框。 

(5) 2×3 的積木，14×15 的外框。 

2.玩法： 

(1)初級：將積木排入板內。 

(2)進階：排出無縫隙矩形。 

3.難易度：由易而難的外框尺寸 

①5×6②11×18③14×15④9×9 及 12×12 
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(二)遊戲：五連板 

以擋線的想法，發展出一個類似五子棋的雙人對弈遊戲。 

1.器具 

(1)兩種顏色的 1×2 積木。 

(2)20×20 的棋盤。 

2.規則 

(1)甲乙雙方各選一個方向(橫或直)來計算自己的積木數，各執一種顏色的積木在棋

盤上輪流放置積木，誰先在自己的方向上連成五塊積木者赢。 

(2)積木的算法如下 

 
(3)選直向者可往橫向延伸，再找機會往直向增加 

積木，否則如右圖，只能算 3 塊直向積木。  
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伍、討論 

一、最小矩形 A 和最小矩形 B 的面積比較。 

(分析)：最小矩形 A 的面積=(ab+a+b)×3ab=3a
2
b

2
+3a

2
b+3ab

2
…① 

最小矩形 B 的面積=(2ab+a)×(2ab+b)=4a
2
b

2
+2a

2
b+2ab

2
+ab…② 

由②-①得 4a
2
b

2
+2a

2
b+2ab

2
+ab-3a

2
b

2
-3a

2
b-3ab

2
 

=a
2
b

2
-a

2
b-ab

2
+ab 

=(ab-a)×(ab-b) 

=a(b-1)×b(a-1) 

=ab×(a-1)×(b-1) 

(一)因為 b＞1，當 a=1 時，②-①= ab×(a-1)×(b-1)=0，亦即最小矩形 A 的面積等於最小矩形

B 的面積。 

(二)因為 b＞1，當 a＞1 時，②-①= ab×(a-1)×(b-1)＞0，亦即最小矩形 A 的面積小於最小矩

形 B 的面積。 

 

二、為何用 1×2 的積木無法排出 6×6 的無縫隙矩形。 

(分析)：阻擋「偶×偶」型矩形至少需要 2(m+n-2)塊積木，所以 6×6 的矩形至少需要 2×

(6+6-2)=20 塊積木，才能阻擋所有分割線，但 6×6 的矩形只有 6×6÷2=18 塊積木，

故無法排出無縫隙矩形。 

 

陸、結論 

一、積木為 1×2 時 

1.要排出「偶×偶」型的無縫隙矩形，至少需要 2(m+n-2)塊積木。 

2.要排出「奇×偶」型的無縫隙矩形，至少需要 2(m+n-2)- n
2
塊積木，此時 m 為奇數，n

為偶數。 

3.排出無縫隙矩形的面積均為偶數。 

4.排出的最小無縫隙矩形面積為 5×6。 

5.無法排出面積為 6×6 的無縫隙矩形。 

二、積木為 1×b 時，b 要為 m 或 n 的因數，且 m≧2b+1，n≧3b。 

三、積木為 a×b 時 

1. a、b 同時為 m 或 n 的因數時，找到矩形的面積為：(ab+t1a+t2b) ×(t3ab)，t3≧3。 

2. a、b 分別為 m 或 n 的因數時，找到矩形的面積為：(2ab+t4a) ×(2ab+t5b)。 

四、找到一種可以排出無縫隙矩形的方法(在第 22~26 頁中)。 
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【評語】080408 

本研究將水泥工人砌牆的方式問題轉化為如何尋找可

以排出無縫隙矩形的方法，頗具創意。引入「代數」與「方

程式求解」針對積木為「1×2」、「1×b」以及「a×b」等三種

情形，皆做了完整的討論，並提出排出無縫隙矩形的 2 個技

巧。最後利用積木的不同尺寸，組成了有趣的益智玩具，值

得嘉許。 
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