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 作者簡介 

 

我是李宜霖(右)，來自高雄市，目前就讀高雄中學二年級。我喜歡閱讀科普書

籍、科幻小說、打桌球，並思考一些數學問題。同時，這也是引起我作數學科展

的最大動機，就一頭栽進這個世界中。我的「科展生涯」已經邁入第六年了，國

內外的好作品，齊聚在此相互交流，我也期望能在這個難得的機會中盡全力，享

受做科展的樂趣，學到更多東西。 

    我是程鼎元(左)，就讀高雄中學二年級。平時除了做科展外，也很喜歡寫

程式，思考與解決許多有趣的問題，有許多參加競賽的經驗。雖然研究過程非常

辛苦，但是當發現問題的性質，進而找到巧妙而簡易的解決方法，是多麼令人喜

悅又開心的事。而能夠與各地的好手進行學術交流，讓我感到十分興奮，希望能

在這次的活動中讓自己認識更多朋友，也藉由這個難得的機會學習到更多平常學

不到的東西。 
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摘要 

在一次偶然的機會中，我們在科學月刊上讀到一篇探討骨牌排列 (Domino 

Tiling) 問題的文章。文中骨牌排列問題看似單純，但其中卻有許多有趣的性質，

因此，我們想對此進行更深入的研究。 

我們將1 2 的骨牌填入特別的方格中，考慮填入的順序並計算其排列情形的

數量。由定義的兩個模型 SDT  (Standard Dominos Tableau) 與「缺一格」的GDT   

(Good Dominos Tableau) 為基礎，嘗試尋找它們之間的關連性，藉由對應(bijection)

的方法，得知在高度的限制為奇數的情況下，SDT 與GDT 的數量相同，並且，兩

者之間的結構有密切關聯。 

除此之外，在這個研究中，針對 SDT 在高度不超過三排時，我們建構出了骨

牌排列情形與我們架構的「廣義 Motkzin 路徑」的對應操作流程。接著，我們嘗試

探討一般化的 SDT 與此結果的關聯性，由對應過程的想法，架構出高維度的「廣

義 Motkzin 路徑」，並推測此路徑與 SDT 之間有緊密的相關性！ 

  



iv 
 

Abstract 

Once, we read an article about Domino Tiling, which is the motivation of this 

project, on Science Monthly. The problem seemed to be simple initially; yet, in fact, 

there are many interesting characteristics. Hence, we started our project with this 

problem. 

This project discusses the situations in which uses 1*2 dominos to fill into the 

lattices with specific rules. Based on two models, “ SDT  (Standard Domino Tableau)” 

and “GDT  (Good Domino Tableau)”, trying to find out their corelations. By limiting 

the height of SDT and GDT to odd numbers; the total number of SDT is the same as 

GDT with the same number of dominos. We introduce the bijection in our research. 

Moreover, this project considers all the conditions of SDT, when the height of SDT 

is not greater than 3, the bijection between SDT and “Extended Motzkin Path” is 

established! Then, we increase the height of SDT. On seeing the previous bijections 

established, we thus construct “higher Extended Motkzin Paths”, claiming they will 

closely related to SDTs and GDTs with greater heights in this project.
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壹、研究動機 

我們在 2009 年十月份的科學月刊中讀到一篇關於骨牌排列(Domino Tiling)的

文章[2]，文中提到了一道數學問題：利用許多1 2 的骨牌拼滿2 n 的矩形、3 n 的

矩形(其中   )，其方法數為何？並將問題更加一般化，擴展到利用1 2 的骨牌

拼滿2 2m n  (      )的矩形之方法數。而此問題於 1961 年已經被解決[4]，其

方法數如下： 

2 2

1 1

4 (cos cos )
2 1 2 1

m n
mn

j k

j k

m n

 

 


 

  

由於我們對骨牌在平面上的排列情形非常感興

趣，因此提出了以下問題作為本次研究的主要方

向： 

將 n張骨牌填入平面中高度為 , 3H H  ，長度不

限的格子中，如圖(一)所示，但不一定要完全填滿，其填入的規則為以下 2 點： 

    依其規則討論排列骨牌的各種情形，並計算其方法數。 

以 2 張骨牌的 5 種排列方式為例，其各種排列方式如圖(二)所示。 

     
此外，若將矩形的形狀改為如圖(三)所示，探討其骨牌排列的數量為何？ 

 

1. 水平或垂直放置每張骨牌，依 (1,2),(3,4), ,(2 -1,2 )n n 的順序在骨牌填入

時標示其編號。依序填入的數字大小必頇由左而右遞增，由上而下遞增。 

2. 放置每塊骨牌時，均滿足排列圖形的每列的長度由上而下不得小於其下

一列的長度；每列的長度由左而右不得小於其下一行的長度。且每列，每行均

連續放置。 

圖(二) 圖(三) 

圖(一) 

H  



 2 

 

貳、研究目的 

一、探討集合 SDT 與「缺一格」的GDT 數量之間的關係 

二、探討集合 SDT 在高度小於等於三的數量以及與 Motzkin Path 之間的關係 

 
 

参、研究器材及設備 

一、電腦 

二、紙筆 

三、方格紙 

四、mingw32 – G++ Compiler 3.4.2 
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肆、名詞與定義 

一、名詞解釋 

(一) 骨牌： 

邊長為1 2 單位的矩形，其上標示兩相鄰整數，

即 (1,2),(3,4),(5,6), ,(2 1,2 )i i ，可為水平放置，

如圖(四)；或直立放置，如圖(五)。 

(二) Young Tableau： 

一種整數分拆的表達方式，n為正整數，將n分割成 k 個正整數的總和，將它

記為 1 2 1 2 3, , , , ( ),H Hk k k k k k k   
1

H

i

i

k n


 ；第一列

由左至右連續放置 1k 個正方形格子，第二列由左至右連

續放置 2k 個正方形格子，依此類推，第H 列由左至右連

續放置 Hk 個正方形格子，由以上規則所組成的圖形。 

如圖(六)所示，考慮正整數 1 2 37 4 2 1, 4, 2, 1k k k      。 

(三) SYT (Standard Young Tableau)： 

在 Young Tableau 的圖形中填入正整數 ，使得

每行的數字依序往下遞增，每列的數字依序往右遞增，

如圖(七)。 

(四) SDT (Standard Dominos Tableau)： 

在 Young Tableau 的圖形中填入正整數1,2, ,2n，但規

定數字 必頇相鄰、3, 4必頇相鄰、...、2 1,2n n 必頇

相鄰；將填入數字1,2的兩格視為一張骨牌，3,4視為一

張骨牌，依此類推， 視為一張骨牌，使得每行

的數字依序向下遞增，每列的數字依序向右遞增，可視

為 Standard Young Tableau 的特例，如圖(八)。 

1,2, ,n

1,2

2 1,2n n

圖(六) 

圖(七) 

圖(八) 

2 -1i  2i  

 

2 -1i  

2i  

 圖(四) 
圖(五) 
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(五) GDT (Good Dominos Tableau)： 

在 Young Tableau 的圖形中填入0 及正整數 ，但

規定數字 必頇相鄰、3,4必頇相鄰、...、2 1,2n n 必頇

相鄰；將0 視為獨立的固定方格(即視為空格)，而填入數

字1,2的兩格視為一張骨牌，3,4視為一張骨牌，依此類推，

視為一張骨牌，使得每行的數字依序往下遞增，每列的數字依序往

右遞增，可視為 Standard Dominos Tableau 的變形，如圖(九)。 

(六) Motzkin Path： 

從坐標原點  0,0 走到  ,0n ，規定走法為依循向量  1,0 、

 1,1 或  1, 1 ，且不得通過 x 軸下方所形成的路徑，如

圖(十)。 

(七) Motzkin Number： 

從坐標原點  0,0 走到  ,0 ,n n ，規定走法為依循向量  1,0 、 1,1 或  1, 1 ，

且不得通過 x 軸下方的方法數，前 10 項數量為：1, 2, 4, 9, 21, 51, 127, 323, 835, 

2188, … 

 

(八) Motzkin Triangle： 

從坐標原點  0,0 出發，規定走法為依循向量  1,0 、 1,1 或  1, 1 ，且不得通

過 x 軸下方，走到  ,n k 的方法數。 

(九) 廣義 Motzkin 路徑： 

從坐標原點  0,0 出發，規定走法為依循向量  1,0 、  1,1 或  1, 1 ，且不得

通過 x 軸下方，走到  ,n k 所形成的路徑。 

(十) Pascal Triangle： 

由二項式係數組合成的三角形陣列，其數量等價於：從坐標原點  0,0 出發，

規定走法為依循向量  1,0 或  0,1 ，走到任意點  ,m n 的方法數。 

1,2, ,2n

1,2

2 1,2n n

圖(九) 

圖(十) 
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(十一) 一路領先： 

將物品依特定順序分別發給 n個人，且在過程中符合：第一個人所得物品數

第二個人所得物品數 ...... 第 n個人所得物品數。 

二、符號定義 

(一)  ,HS n k ：由 n 張骨牌組成的 SDT 所形成之集合，其中共有 k 張骨牌直立放置，

且其高度為H ，並將其數量記為  ,HS n k 。( , , , 0n k k n H   ) 

(二)  ,HG n k ：由 n 張骨牌組成的GDT 所形成之集合，其中共有 k 張骨牌直立放

置，且其高度為H ，並將其數量記為  ,HG n k 。

( , , , 0n k k n H   ) 

(三)  HS n ：由 n 張骨牌組成的 SDT 所形成之集合，其高度為H ，將數量記為

 HS n 。 

(四)  HG n ：由 n 張骨牌組成的GDT 所形成之集合，其高度為H ，將數量記為

 HG n 。 

(五) HW ： SDT 或GDT 的第H 列的長度。 

(六)  ,M n k ：從坐標原點  0,0 出發，規定走法為依循向量  1,0 、 1,1 或  1, 1 ，

且不得通過 x 軸下方，走到  ,n k 的方法數。  ,M n k 表示其遞迴關

係式： 

       

       

     

0,0 1,0 0,1 1, ,0 1, 2

, 1, 1 1, 1, 1 , ,

, 1, 1 1,

M M M M n n

M n k M n k M n k M n k k k n

M n n M n n M n n

    

          


    

 

(七) 
ijD ：表示在 SDT 或是GDT 中，該塊骨牌出現的位置，並定義第一列為 a、

第二列為b 、第三列為 c ...，依此類推。例如： aaD 表示該塊骨牌為水平，且出現

在第一列、 abD 表示該塊骨牌為直立，且橫跨第一列與第二列。
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伍、研究內容 

一、探討集合 SDT 與「缺一格」的GDT 數量之間的關係 

(一) 探討
 3S n 與

 3G n 數量之間的關係及其對應 

    將 Tableau 的形狀變化為如圖(十一)所示，為

方便說明，以#表示空格(即編號 0 的方格)，稱此

為GDT 。以下討論高度分別為一及二時的情形： 

1. 考慮任意  1 , , 0G n k k  ，唯一的排列方式為： 

 
 

 

而  1 , , 0S n k k  ，唯一的排列方式為： 

 
 

 

因此，此    1 1 1G n S n  。 

2. (1). 考慮任意  2 ,0G n
與  2 ,0S n

，此數量可視為兩人「一路領先」

的方法數，即為 SYT 高度小於等於二的方法數。若將  2 ,0G n
的

第一排所有骨牌向左移一格，第二排之排列狀況不變，由於

1 2W W ,
1 21W W  ，仍符合大小關係，且其數量與  2 ,0S n

相同，

即    2 2
2

,0 ,0
n

nG n S n C   
 
 

  。
 

    將第一排所有骨牌向左移一格，方法數與其相同： 

 

圖(十一) 

圖(十二) 

圖(十三) 
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(2). 不需考慮任意  2 , , 0G n k k  ，因為該圖形不存在。 

說明：對於任意  2 , , 0G n k k  ，其
1W 必為奇數，

2W 必為偶數，無

法在此GDT 中加入一塊直立的骨牌
abD ，故圖形不存在，不

需考慮此情況。 

3. 考慮  3G n 與  3S n 數量之間的關係： 

    對於  HG n 中的任一空格 #，考慮移動該空格 # 之上、下、左、右

的格子，與該空格之上、下、左、右的邊相鄰的骨牌分別稱為：上骨

牌(U )、下骨牌( D )、左骨牌( L )、右骨牌( R )。對於所有的上、下、左、

右骨牌，在步驟中定義該塊骨牌中緊鄰空格的一半為 A 部分。而該骨

牌不緊鄰的另一半為 B 部分，並稱 AU , BU , AD , BD , AL , BL , AR , BR 為此次

步驟的「相關方格」。以圖(十六)為例，其「相關方格」之代號如下： 

BL  AU  BU   

AL  #  AR  BR  

 AD  BD   

 

(1). 列舉出 10n  且高度小於等於三時，GDT 與 SDT 的數量，發現其

數量是相等的，因此我們給出一個對應方法，證明：

圖(十六) 

圖(十四) 

圖(十五) 
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   3 3G n S n  。 

(2). 對應規則及流程說明： 

(a).    3 3G n S n  ： 

(I). 考慮與空格四邊相鄰的四張骨牌，分別將其不與空格相鄰

的部份移入空格。 

(II). 考慮進行操作後同一張骨牌內的兩個正整數，將該骨牌之

上或左部分設為該骨牌原先兩正整數中較小者，骨牌之下

或右部分設為該骨牌原先兩正整數中較大者。 

(III). 這四張骨牌中，除了「回溯」外，僅有一塊在移動後仍不

違反 Standard Dominos Tableau 由左至右，由上至下之遞增

規則。 

(以藍色表示與空格相鄰的格子；粉色表示欲移入的格子) 

 

舉例 1 2 3 

    

原始圖形 
分別考慮右、下骨牌 

可將整數 2 或 4 移入 

對下骨牌進行操作 

再進行操作(II) 

不合遞增規則 

對右骨牌進行操作  

再進行操作(II) 

符合遞增規則 

(b).    3 3S n G n  ： 

(I).   先將填入數字 1 的小格搬離，並在與數字 2 小格相鄰的四

周找尋格子作為數字 1 可能的目的地，此時 SDT 的左上

角出現一個空格，並繼續進行步驟 (II).。 

(II).  將在上次動作中作為目的地的位置之原先的格子搬離，並

將上次動作被搬離的格子填入此處。再找尋與此步搬離之

表(一) GDT , SDT 對應示意圖 
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骨牌另一半格子相鄰四周的格子作為本次動作可能的目

的地，依此類推。 

(III). 考慮每次進行步驟 (II).後同一張骨牌內的兩個正整數，將

該骨牌之上或左部分設為該骨牌原先兩正整數中較小者，

骨牌之下或右部分設為該骨牌原先兩正整數中較大者。 

(IV). 該骨牌四周，除了「回溯」外，僅有一塊可以作為目的地，

使得操作後仍不違反 Standard Dominos Tableau 由左至右，

由上至下之遞增規則。 

    (以淺藍色表示可作為目的地的方格) 

 

舉例 1 2 3 

    

原始圖形 
將 1 搬離 

找尋目的地 

對下骨牌進行操作  

再進行操作(II) 

不合遞增規則 

對右骨牌進行操作  

再進行操作(II) 

符合遞增規則 

(c). 以一個六張骨牌的對應操作為例： (褐色部分表示不可移動的

骨牌；淺藍色部分表示可被移動的骨牌) 

(I).    3 3G n S n  ： 

表(二) SDT ,GDT 對應示意圖 
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(II).    3 3S n G n  ： 

 

# 1 2 4 9 

5 6 7 8 10 

11 12    

 

1 2 3 4 9 

5 6 7 8 10 

11 12    

 

# 2 3 4 9 

5 6 7 8 10 

11 12    

 

# 1 2 3 4 

5 6 7 8 10 

11 12    

 

# 1 2 3 4 

5 6 7 9 10 

11 12    

 

# 1 2 3 4 

5 7 8 9 10 

11 12    

 
# 1 2 3 4 

6 7 8 9 10 

5 12    

 

# 1 2 3 4 

5 7 8 9 10 

6 11 12   

 

圖(十七) 

圖(十八) 

1 2 3 4 # 

5 7 8 9 10 

6 11 12   

 

1 2 # 3 4 

5 7 8 9 10 

6 11 12   

 

# 1 2 3 4 

5 7 8 9 10 

6 11 12   

 
1 2 3 4 9 

5 7 8 # 10 

6 11 12   

 

1 2 3 4 9 

5 # 7 8 10 

6 11 12   

 

1 2 3 4 9 

5 6 7 8 10 

# 11 12   

 
1 2 3 4 9 

5 6 7 8 10 

11 12 #   
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表(三) 

(3). 證明  3G n 與  3S n 的對應 

    無論在何種情形下，均恰有一塊骨牌之移動為「合法操作」，

並且證明此操作可逆，即    3 3

bijection
G n S n 

 。 

證明一：    3 3G n S n  的操作唯一 

    將空格 # 在GDT 中的位置分成幾種情況討論，為簡化其過程，

討論並列出以下可能的情況： 

(a). 該空格位於該 Tableau 之左上角，此狀態為GDT 的原始狀態，

分別考慮將 BR 、 BD 移入空格 # 中，將其分為下列兩種情形： 

圖形 

 

#  AR  

AD   
 

BR  AR  

AD   
 

BD  AR  

AD   

操作 原始狀態 操作 1-1 操作 1-2 

情形 1-1 A AR D  不合法 合法 

情形 1-2 A AD R  合法 不合法 

說明：考慮以下各種情形： 

(I).   若原始狀態符合情形 1-1，則 B AR D ， A BR D ，即操作

1-1 不合法，操作 1-2 合法。 

(II).  若原始狀態符合情形 1-2，則 A BD R ， B AD R ，即操作

1-1 合法，操作 1-2 不合法。 

(III). 若骨牌 R 或骨牌D其中一塊不存在，則另外一塊必可合法

移動。 

(b). 該空格位於該 Tableau 之最右下角，即骨牌 R、D不存在，此

情形對應結束，所成的圖形為與GDT 所對應之 SDT 。同理可
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表(四) 

證，該空格周圍的骨牌 L、D不存在以及骨牌U 、R 不存在

的情形皆只有一步「合法操作」。 

(c). 空格周圍的骨牌U 、D不存在。 

 

圖形 AL # AR
 

AL BL AR  
 

AL  BR  AR
 

操作 原始狀態 操作 3-1 操作 3-2 

情形 3-1 A AL R  合法  合法 

說明：原始狀態符合情形 3-1，恰有兩步操作合法，因此有兩

種「合法操作」，可知其中一步為「回溯」。同理可證，

該空格周圍的骨牌 L、R 不存在時的情形，皆有兩種「合

法操作」，但可知其中一步為「回溯」。 

(d). 空格周圍的骨牌U 不存在，即該空格位於 Tableau 的上方，已

知 A AL D 。 

圖形
AL  #  AR

 AD  
 

AL BL AR

 AD
 

AL BD  AR  

 AD  
 

 

AL BR AR

 AD

操作 原始狀態 操作 4-1 操作 4-2 操作 4-3 

情形

4-1 A A AD L R      

情形

4-2 A A AL D R   合法 合法 不合法 

情形

4-3 A A AL R D   合法 不合法 合法 

說明：考慮以下各種情形： 

表(五) 
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(I).  若原始狀態符合情形 4-1，不存在此情形，因為與已知

A AL D 矛盾。 

(II). 若原始狀態符合情形 4-2 

(i).   對於操作 4-1，因為 ,B A B AL R L D  ，此操作合法。 

(ii).  對於操作 4-2，因為 A B AL D R  ，此操作合法。 

(iii). 對於操作 4-3，因為 ,B A B AR R R D  ，此操作不合法。 

    因此有兩種「合法操作」，但可知其中一步必為「回溯」。 

(III). 若原始狀態符合情形 4-3 

(i).   對於操作 4-1，因為 ,B A B AL R L D  ，此操作合法。 

(ii).  對於操作 4-2，因為 A B AL D R  ，此操作不合法。 

(iii). 對於操作 4-3，因為 ,B A B AR R R D  ，此操作合法。 

    因此有兩種「合法操作」，但可知其中一步必為「回溯」。 

    同理可證，當該空格周圍的骨牌 L 不存在、骨牌 D 不存在以

及骨牌 R 不存在時的情形，皆有兩種「合法操作」，但可知其中一

步必為「回溯」。 
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(e). 當空格位於 Tableau 的中間時，即其上、下、左、右均有骨牌

的一般情形。 

圖形 

 

 AU   

AL  #  AR  

 AD   
 

 AU   

AL  BR  AR  

 AD   
 

 AU   

AL  BU  AR  

 AD   

操作 原始狀態 操作 5-1 操作 5-2 

情形 

5-1 
A A A A

U L R D  

 
不合法 不合法 

情形 

5-2 
A A A A

U L D R  

 
不合法 合法 

情形 

5-3 
A A A A

L U D R  

 
合法 合法 

情形 

5-4 
A A A A

L U R D  

 
合法 不合法 

 

圖形 

 

 AU   

AL  #  AR  

 AD   
 

 AU   

AL  BL  AR  

 AD   
 

 AU   

AL  BD  AR  

 AD   

操作 原始狀態 操作 5-3 操作 5-4 

情形 

5-1 
A A A A

U L R D  

 
合法 合法 

情形 

5-2 
A A A A

U L D R  

 
合法 不合法 

情形 

5-3 
A A A A

L U D R  

 
不合法 不合法 

情形 

5-4 
A A A A

L U R D  

 
不合法 合法 

說明：原先為一個合法的 Tableau，即 ,A A A AU T D L T R    ，由

遞移律得知： ,A A A AL D U R  。 

故可將 , , ,
A A A A

U D R L 四者之大小關係，分為以下四種： 

(I).   
A A A A

U L R D   ：操作 5-1 及 5-2 不合法；操作 5-3 及

表(六) 
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5-4 合法，但其中一步為「回溯」。 

(II).  
A A A A

U L D R   ：操作 5-1 及 5-4 不合法；操作 5-2 及

5-3 合法，但其中一步為「回溯」。 

(III). 
A A A A

L U D R   ：操作 5-3 及 5-4 不合法；操作 5-1 及

5-2 合法，但其中一步為「回溯」。 

(IV). 
A A A A

L U R D   ：操作 5-2 及 5-3 不合法；操作 5-1 及

5-4 合法，但其中一步為「回溯」。 

    無論為何種情形，均恰有兩種可能的合法移動過程，但其中

一步為「回溯」。 

(f). 討論所有骨牌相對位置，得知以下結果： 

(I).   考慮空格位於最左上角，即空格之上方或左方並沒有任何

方格存在，則此為GDT 的初始狀態，恰有一步為「合法

操作」。 

(II).  考慮空格位於最右下角，即空格之下方或右方並沒有任何

方格存在，則此為終止狀態，對應已經完成。 

(III). 考慮其他狀況，討論各種方格分佈之可能，證明在任意狀

態中，恰有兩步操作為「合法操作」，但有一步操作會回

到上一狀態，因此不考慮此情形。故對於任一狀態，其「合

法操作」是唯一的。 

證明二：    3 3, ,S n k G n k  的操作唯一 

考慮移動目的地方格四周的骨牌，可能被移動操作而影響大小

關係，由於必頇符合每行，每列的遞增性質，要討論周圍與其接觸

的骨牌，並且仍符合 Young Tableau 規則。因此，對骨牌周圍的排

列情形的相對位置進行討論，藉此證明每一步操作均合法且唯一，

最後形成與 SDT 相對應的圖形。 

(a). 名詞符號定義： 
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(I).  骨牌中心：一塊骨牌中與欲被搬離的格子相鄰但不移動的

方格。 

(II). 目的地方格：「骨牌中心」周圍上、下、左、右四塊方格，

分別為 目的地、 目的地、 目的地、 目的地，而與此四塊方格

周圍上、下、左、右四塊方格再分別稱為
UU 、

LL 、
RR 、

DD 、
RU 、

UR 、
LU 、

UL 、
DL 、

LD 、
RD 、

DR 、
UR 、

RU ，

如圖(十九)。 

    將方格
LU 、

UL 稱為方格 a；方格
RU 、

UR 稱為方格b ；

方格
DL 、

LD 稱為方格 c；方格
DR 、

RD 稱為方格 d ，如圖

(二十)，搬離後的數字為 x 。對於任何情況，將操作方式

分為以下四種，再逐一分類討論移動的合法性。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b). 各種操作情形： 

(I). 操作一：移入的格子為 目的地，其中以 min max,X X 表示移入

後該骨牌上的數字。如圖(二十一)，頇滿足大小關係： 

(i). min maxU DU X X D D     

(ii). a X b   

 

圖(二十) 圖(十九) 

UU  

   
LU  

UL  

 
RU  

   UR  

LL  L目的地
 
骨牌

中心 
R目的地

 
RR  

 
DL  

    LD  

D目的地
 
  

DR  

RD  

 

DD  

 

U目的地

UU  

a  U  b  

LL  L   
骨牌

中心 R  RR  

c  D  d  

DD  
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a  U  b  

LL  X  
骨牌

中心 R  RR  

c  D  d  

DD  

 

UU

 

a  U  b  

LL  L  
骨牌

中心 X  RR  

c  D  d  

DD  

 

UU

 

a  X  b  

LL  L  
骨牌

中心 R  RR  

c  D  d  

DD  

 

UU
 

 

 

 

 

(II). 操作二：移入的格子為 目的地，其中以 min max,X X 表示移入

後該骨牌上的數字。如圖(二十二) ，頇滿足大小關係： 

(i). min maxL RL L X X R     

(ii). a X c   

 
 
 

 

 

 

 

(III). 操作三：移入的格子為 目的地，其中以 min max,X X 表示移入

後該骨牌上的數字。如圖(二十三) ，頇滿足大小關係： 

(i). min maxL RL L X X R     

(ii). b X d   

 

 

 

 

 

 

圖(二十一) 

圖(二十二) 

圖(二十三) 
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a  U  b  

LL  L  
骨牌

中心 R  RR  

c  X  d  

DD  

 

UU

(IV). 操作四：移入的格子為 目的地，其中以 min max,X X 表示移入

後該骨牌上的數字。如圖(二十四) ，頇滿足大小關係： 

(i). min maxU DU U X X D     

(ii). c X d   

 

 

 

 

 

 

 

     由上述各種操作方式得知，無論其操作動作為何，只要原狀

態合法，其各操作過程之(i). 項條件不頇考慮，因此，我們只列出

可能影響其操作合法性的格子，分別討論。(c). 比較「骨牌中心」

四周的八個方格以及被搬移的格子  min max, ,X X X ，a   共有九類

情形，將其列出如下，一一討論。 

(I). 情形一： 

    探討 , , ,a b c d 以及被搬離的

格子 X 共六種大小順序關係。

在此情形中 , ,d D R 不影響移動

的關係。分別討論發現以上四種

可能的操作方式只有兩種符合

Young Tableau 規則，但必有一

種為「回溯」操作， 

列為下表(七)。 

 

 

圖(二十四) 

圖(二十五) 

a  U  b  

L  
骨牌

中心 R  

c  D  d  

 



 19 

 

 

順序關係 操作一 操作二 操作三 操作四 

1. 
min maxa X X b c d      合法 合法 不合法 不合法 

2. min maxa b X X c d      不合法 合法 合法 不合法 

3. min maxa b c X X d      不合法 不合法 合法 合法 

4. min maxa c b X X d      不合法 不合法 合法 合法 

5. min maxa c X X b d      合法 不合法 不合法 合法 

6. min maxa X X c b d      合法 合法 不合法 不合法 

(II). 情形二： 

    探討 ,a b以及被搬離的格子

X 共兩種大小順序關係，其下方

無格子，但不可以作為目的地，

在此情形中 ,L R 不影響移動的

關係。 

    仿照情形一的方式分別討論四種可能的操作方式，但

只有兩種符合 Young Tableau 規則，且其中一種必為「回

溯」。 

 

順序關係 操作一 操作二 操作三 操作四 

1. min maxa X X b    合法 合法 不合法  

2. min maxa b X X    不合法 合法 合法  

(III). 情形三： 

    探討 ,c d 以及被搬離的格

子 X 兩種大小順序關係，其上

方無格子且為 SDT 的邊界，不

可為目的地。仿照相同方式，分

別討論可能的操作方式，但只有

兩種符合 Young Tableau 規則，

表(七) 

a  U  b  

L  
骨牌

中心 R  

 
圖(二十六) 

表(八) 

L  
骨牌

中心 R  

c  D  d  

 圖(二十七) 
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且其中一種必為「回溯」。 

順序關係 操作一 操作二 操作三 操作四 

1. min maxc X X d     不合法 合法 合法 

2. min maxX X c d     合法 合法 不合法 

(IV). 情形四： 

    探討 ,a c 以及被搬離的格子 X

共兩種大小順序關係，其右方無格子，

但不可作為目的地，在此情形中D不

影響移動的關係。 

    仿照相同方式，分別討論，發現

可能的操作方式只有兩種符合 Young Tableau 規則，但其中

一種必為「回溯」。 

順序關係 操作一 操作二 操作三 操作四 

1. min maxa X X c    合法 合法  不合法 

2. min maxX X a c    不合法 合法  合法 

 (V). 情形五： 

    因為
min maxa X X  ，且其右、下方

無格子，表示對應操作結束。     

(VI). 情形六： 

    其左方不可作為目的地，但下

方可以，在此情形中 R 不影響移動

的關係。 

    仿照前述的方式，發現以上四

種可能的操作方式只有兩種符合

Young Tableau 規則，但其中一種必為「回溯」。 

a  U  

L  
骨牌

中心 

c  D  

   圖(二十八) 

表(十) 

U  b  

骨牌

中心 R  

 圖(三十) 

表(九) 

a  U  

L  
骨牌

中心 

 圖(二十九) 
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順序關係 操作一 操作二 操作三 操作四 

1. min maxX X b   合法  合法 不合法 

2. min maxb X X   不合法  合法 合法 

(VII). 情形七： 

    其上方不可作為目的地，但右方

可以，在此情形中D不影響移動的關

係。仿照前述的方式，發現以上四種

可能的操作方式只有兩種符合Young 

Tableau 規則，但其中一種必為「回

溯」。 

順序關係 操作一 操作二 操作三 操作四 

1. min maxX X c    合法 合法 不合法 

2. min maxc X X    不合法 合法 合法 

(VIII). 情形八： 

    其左、右方不可作為目的地，只

有兩種符合 Young Tableau 規則，但

其中一種必為「回溯」。 

 

(IX). 情形九： 

    其左、右方不可作為目

的地，只有兩種符合 Young 

Tableau 規則，但其中一種

必為「回溯」。 

(d). 以上的大小順序關係，分別討論這八種情形、四種可能的操作

方式，其中只有兩種符合 Young Tableau 規則，但其中一種必

為「回溯」。   同時證明了 SDT 對應到GDT 的操作過程唯一。 

表(十一) 

表(十二) 

L  
骨牌

中心 

c  D  

 圖(三十一) 

U  

骨牌

中心 

D  

 
圖(三十二) 

L  
骨牌

中心 R  

 圖(三十三) 
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4. 考慮  HG n 與  HS n , 3H  時，數量之間的關係： 

    當高度只要限制在小於等於奇數的情形下， SDT 以及「缺一格」

的GDT 數量會相等。意即：                             。

藉由以上的對應方式可證明此現象。 

    關於  HG n 以及  HS n 之間的關係，列出如下： 

              
若         

              
                

 

若                     

  

              
若           

          
            

 

若                   
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二、探討集合 SDT 在高度小於等於三的數量以及與 Motzkin Path 之間

的關係 

(一) 探討  3 ,S n k 限制特殊規則的數量與路徑之間的關係及對應 

1. 對於  3 ,S n k ，探討骨牌僅以水平方式出現時，其數量與路徑之間的

關係 

    當骨牌僅以水平方式出現，即 , ,aa bb ccD D D ，將其分成數種狀況來

探討： 

(1). 當  1 ,0S n ，骨牌僅以 aaD 形式出現時，其數量僅有一種，如圖(三

十四)。 

 

 

(2). 當  2 ,0S n ，骨牌僅以 ,aa bbD D 形式出現時，其數量為何？ 

    發現若將每塊水平的骨牌壓縮為一格，其數量等價於高度小

於等於 2 的 SYT ，即為兩人「一路領先」的情形，數量為
2

n
nC  
 
 

。 

 

 

 

(3). 當  3 ,0S n ，骨牌以 , ,aa bb ccD D D 形式出現時，其數量為何？ 

    同(2)，先將每塊骨牌壓縮為一格，其數量等價於高度小於等

於 3 的 SYT ，即為三人「一路領先」的情形，此數量為 Motzkin 

Numbers。在文獻[2]及[3]中已證出其數量與高度小於等於 3 的

SYT 相等，並找出其路徑之對應。 

2H  2H  兩人一路領先數量：
2

n
nC  
 
 

 

SDT SYT 
壓縮轉換 

圖(三十四) 

圖(三十五) 
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    此外，對於  ,0 , 3HS n H  的情況，皆可同樣經由將每張骨

牌的原先兩格壓縮為一格的方法，轉換成高度為H 的 SYT ，即為

H 人「一路領先」的情形，此部分的結果在先前已被完成[1] 

(2010)。 

2. 對於  3 ,S n k ，探討限制直立骨牌出現的數量與路徑之間的關係及對

應 

(1). 在  2 ,S n k ，骨牌以 , ,aa ab bbD D D 形式出現時，其數量及與路徑之

間的關係為何？ 

    我們知道對於任意一種骨牌填入順序的情形，若 1 2 0W W  ，

即當下第一列和第二列長度相同，因此有兩種骨牌 ,aa abD D 可以

填加； 1 2 2W W  ，即當下第一列長度大於第二列長度，因此亦

有兩種骨牌 ,aa bbD D 可以填加。根據上述，可以知道其方法數為

2n 。 

    又 2n 可以拆成由二項式係

數 組 合 成 的 三 角 陣 列 ， 即

0

2
n

nn

i
i

C


 ，如圖(三十七)所示。

其數量等價於：從坐標原點出發，

規定走法為依循向量  1,0 或

 0,1 ，在第一象限內，走到任意

點  ,m n 的方法數，其數量可表示為：
m n

nC

。 

圖(三十七) 
1 1 1 1 1 1 1

1

1

1

1

1

1

1

7

6

5

4

3

2 3 4 5 6 7

2115106

10 20 35

3515

21

圖(三十六) 

壓縮轉換 

SYT SDT 

三人一路領先數量： 

Motzkin Numbers 
3H  3H 
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(a). 對應規則： bijectionSDT Path ： 

(I). 若 1 2=W W ，下一步在 SDT 中新增 aaD ，考慮當下路徑中

 ,    數量的關係，分成下列兩種情況： 

(i)  若      ，在路徑中新增   。 

(ii)  若      ，在路徑中新增  。 

(II). 若 1 2=W W ，下一步在 SDT 中新增 abD ，考慮當下路徑中

 ,    數量的關係，分成下列兩種情況： 

(i)  若      ，在路徑中新增  。 

(ii)  若      ，在路徑中新增   。 

(III). 若 1 2>W W ，下一步在 SDT 中新增 aaD ，考慮當下路徑中

 ,    數量的關係，分成下列兩種情況： 

(i)  若      ，在路徑中新增  。 

(ii)  若      ，在路徑中新增   。 

(IV). 若 1 2>W W ，下一步在 SDT 中新增 abD ，考慮當下路徑中

 ,    數量的關係，分成下列兩種情況： 

(i)  若      ，在路徑中新增   。 

(ii)  若      ，在路徑中新增  。 

(b). 對應規則： bijectionPath SDT ：  

考慮目前 , 方向的路徑數量： 

(I). 若 =    ，下一步新增  ，相當於在 SDT 中新增 aaD ；

下一步新增   ，相當於在 SDT 中新增 abD 。 
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(II). 若 >    ，下一步新增 ，相當於在 SDT 中新增 aaD ；

下一步新增   ，考慮當下 SDT 中
1 2,W W 的關係，分成下

列兩種情況： 

(i)  若 1 2- 0W W  ，在 SDT 中新增 abD 。 

(ii)  若 1 2- 0W W  ，在 SDT 中新增 bbD 。 

(III). 若 <    ，下一步新增   ，相當於新增 aaD ；下一步

新增   ，考慮當下 SDT 中 1 2,W W 的關係，分成下列兩種

情況： 

(i)  若 1 2- 0W W  ，在 SDT 中新增 abD 。 

(ii)  若 1 2- 0W W  ，在 SDT 中新增 bbD 。 

(c). 以下由其中一種7張骨牌時的對應為例： 
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(2). 當  3 ,S n k ，骨牌缺少 bcD 時，其數量與路徑之間的關係為何？ 

    此問題等價於上述(1). 之問題再加入骨牌 ccD 的排列情形，

利用前幾個數量，利用「線上整數數列百科全書」查詢是否有已

知的結果，發現該數列與一種特別的路徑方法數前幾項吻合，於

是思考與骨牌排列情形的關係： 

1, 2, 4, 10, 26, 66, 178, 488, 1320, 3674, ... (OEIS：A151278) 

    其數列代表的意義為：在第一象限中，從原點  0,0 出發，

走法依循向量      1,0 , 0,1 , -1,-1 ，走到任意點的方法數，故我們

圖(三十八) 

新增    

新增路徑→ 

新增    

新增路徑↑ 

新增    

新增路徑↑ 

新增    

新增路徑→ 

新增    

新增路徑→ 

新增    

新增路徑→ 

新增    

新增路徑↑ 
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試著找出這兩者之間的對應關係。 

(a). 對應規則：承 P. 17 的對應方式再加入以下兩條規則： 

(I). 若在 SDT 中新增 ccD ，則路徑增加[↙]。 

(II). 若新增路徑[↙]，則在 SDT 中增加 ccD 。 

(b). 以下由其中一種7張骨牌時的對應為例： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

圖(三十九) 

新增    

新增路徑↑ 

 
新增    

新增路徑↑ 

 

新增    

新增路徑→ 

 

新增    

新增路徑↙ 

 

新增    

新增路徑→ 

 

新增    

新增路徑→ 

 

新增    

新增路徑↙ 
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(二) 探討  3 ,S n k 各種不同排列順序的數量與 Motzkin Triangle 之間的關係 

1. 探討  3 ,S n k 不同排列順序的數量 

    已知當  3 1 2S  ，  3 2 5S  ，列舉出三塊骨牌且高度小於等於

三的情形，並計算其數量。之後，將其數量按照骨牌直立的個數，分

類整理如下表所示： 

(1). 列舉  3 3,S k ：其可能排列之情形共有 13 種，如下表(十三)。 

 
   

 

    

 

     

 (2). 依骨牌直立個數分類：其中 n為骨牌的塊數，k 為骨牌直立的個

數。 

   

表(十三) 高度 3, 3H n  的所有情形 

表(十四) 高度 3, 10H n  的所有數量情形 
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    如表(十四)所示，經由觀察，我們發現這些數量之間存在一

種關係：每一項都是前一排三個相鄰的數字總和，如：

20 14 5 1   。因此可以寫出它們之間的遞迴關係式： 

       

       

     

0,0 1,0 0,1 1, ,0 1, 2

, 1, 1 1, 1, 1 , ,

, 1, 1 1,

M M M M n n

M n k M n k M n k M n k k k n

M n n M n n M n n

    

          


    

 

(3). 由於這個雙變數的遞迴關係式之前幾項數值恰與 Motzkin 

Triangle相同！如圖(四十)。發現它可視為從坐標原點  0,0 出發，

規定走法為依循向量  1,0 、 1,1 或  1,-1 ，且不得通過 x 軸下方，

走到  ,n k 的方法數，定義此路徑為「廣義 Motzkin 路徑」。 

    於是我們開始思考這些骨牌排列順序的數量與「廣義

Motzkin 路徑」之間的關係。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

2.  3 ,S n k 與 Motzkin Triangle 之間的對應關係： 

    由於發現 SDT 的數量若依照直立的骨牌數量分類，與 Motzkin 

Triangle 的數量有密切的相關性，並利用電腦程式對其數量較大時的情

況進行模擬與計算，發現該數量與 Motzkin Triangle 之遞迴關係式皆符

合，因此我們猜測對於 SDT 在 3H  時各種圖形均有一個對應方式可

圖(四十) Motzkin Triangle 圖(四十一) 廣義 Motzkin 路徑 
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以與「廣義 Motzkin 路徑」對應。 

對應規則：我們先從塊數較少的骨牌中嘗試找尋規律，並思考其規則

的合理性及一致性；但在擴展至更多塊骨牌時，發現先前

的對應方式發生矛盾，不同的骨牌會對應到相同的路徑。

於是重新思考規則，經過多次修正，並使用電腦驗證此對

應規則，找出一套完整且合理的對應方式，將其列出如下，

並舉出三個例子作為說明： 

 (1). 符號表示： 

(a). 將 SDT 中 aaD 以 a 表示、 bbD 以 b 表示、 ccD 以 c 表示、 abD

以   表示、 bcD 以   表示，依照骨牌填入的順序以

             表示。 

(b). 向量 表示向量  1,1 、向量表示向量  1,0 、向量 表示向

量  1,-1 。 

(2). 配組操作：(備註：標記已配組的每一符號，在置換後則取消所有

標記) 

(a). 由左至右依序找到各個 c 。 

(b). 承(a). 將每個 c 嘗試往左尋找兩個未被標記的   ，且其途中

不存在未被標記的 b 。 

(I). 若存在兩個未被標記的    

(i).  由此 c 向左找最鄰近且未被標記之   。 

(ii).  承(i). 將 c 與此   設為「特殊配組」，並將此   標記

之。 

(II). 若不存在兩個未被標記的    

(i).  向左找最鄰近且未被標記的 b 。 

(ii).  承(i). 繼續向左找未被標記的 a 。 
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(iii).  承(i). (ii). 將 ( , )a b 與 ( , )b c 配組，並將 ,a b 標記。 

(c). 由左至右依序找到各個未被標記的 b  

(I).  繼續向左找最近未被標記的 a 。 

(II).  承(I). 將 ( , )a b 配組，並將 a 標記。 

(3). 置換操作： 

(a). 考慮各配組之區間  , ( )p q p q ，將 q 由右往左進行考慮各區

間： 

(I). 若此配組為「特殊配組」，將本配組進行互相置換。 

(II). 若不為「特殊配組」，則由 1q  往左直至 1p  ，考慮此區

間範圍： 

(i). 若找到↗௔௕或↗௕௖，考慮以下狀況： 

○1 .  若此配組為 ( , )a b 之配組，將↗௔௕或↗௕௖與 b 置換，取

消所有標記，由(2).重新配組。 

○2 .  若此配組為 ( , )b c 之配組，將↗௔௕或↗௕௖與 c 置換，

並將 c 設為。此後，設為的 c 不再參與任何配組。

取消所有標記，由(2).重新配組。 

(ii). 若找不到↗௔௕或↗௕௖，則繼續往左考慮下一區間。 

(b). 先將所有↗௔௕或↗௕௖設為向量↗ 

(I).    由左至右依序找到各個 c ，設為向量↘。 

(II).    承(I). 每一個 c 向左找最近的 b，設為向量→。 

(III).  承(II). 每一個 b向左找最近的 a ，設為向量↗。 

(IV). 承(I). (II). (III). 若有未被設定向量的 b，設為向量↘。。 

(V).  承(IV). 每一個 b向左找最近的 a ，設為向量↗。 

(VI). 承(IV). (V). 若有未被設定向量的 a ，設為向量→。 
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圖(四十二) 對應流程圖 

(4). 對應規則流程圖： 
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(5). 舉例說明： 

    先將原始的符號列出，其中針對每個配組以相同顏色標示，

若有需要置換的配組則以紅色表示，在此舉出以下三個例子： 

(a). 例一：( 0k  ) 此情形不需配組或置換，直接進行路徑對應。 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
  

 

表(十五) 

1 2 3 4 11 12 13 14 

5 6 9 10 15 16   

7 8 17 18 19 20   

 

圖(四十三) 0k  對應示意圖 

壓縮轉換為 SYT  

1 2 6 7 

3 5 8  

4 9 10  
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圖(四十四)  

1 2 3 4 9 10 15 16 

5 7 8 13 14 19 20  

6 11 12 17 18 21 22  

 

(b). 例二：( 1k  ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

表(十六) 
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圖(四十五) 

1 2 3 4 7 8 17 18 

5 9 11 12 15 16 21 22 

6 10 13 14 19 20  

 

(c). 例三：( 2k  ) 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

表(十七) 
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(6). 「廣義 Motzkin 路徑」與  3 ,S n k 之間的對應關係： 

    我們將「廣義 Motzkin 路徑」對應至集合 SDT 的操作過程

列出如下，以確認此對應為 1-1 且 onto。 

(a). 配組：由左至右，考慮每個向量 ，往左找最鄰近且未被標記

的向量 ： 

(I).  若向量 與向量 之間存在未被標記的向量 ，考慮區間

[向量 位置,向量 位置]中最接近向量 的向量 ，則將上

一步的向量 、向量 以及向量 ，配組為  , ,a b c ，並將

此三符號標記。 

(II). 若整體均已無(I). 之情況，開始考慮若向量 與向量 之間

不存在未被標記的向量 ，將向量 以及向量 ，配組為

 ,a b ，並將此兩符號標記。 

(b). 由左至右，考慮未被標記的向量 ，進行以下操作： 

(I). 考慮由最左邊至上步的向量 區間範圍的目前狀態，考慮被

配組為 a 的位置視為 aaD ，配組為 b 的位置視為 bbD ，配組

為 c 的位置視為 ccD ，由上述骨牌所組成的 SDT ： 

(i).  若 1 2W W ，將向量 定義為   ，繼續向右考慮未被標

記的向量 ，並重複步驟(b).。 

(ii). 若 1 2 3W W W  ，將向量 定義為   ，繼續向右考慮未

被標記的向量 ，並重複步驟(b).。 

(II). 若不滿足(i). (ii).，將向量 進行位置置換操作： 

(i). 在由最左邊至上步的向量 的區間範圍中，由向量 往左

找尋配組  ,a b 的過程中是否有未被標記的向量 。 

 ○1 . 若無，則將配組  ,a b 中的 b 與向量 位置置換，並

重新步驟(b).。 
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○2 . 若有，考慮其可能為符號 c，則將 c 與向量 置換，

將(i)中的配組  ,a b 更改為配組  , ,a b c ，並重新步驟

(b).。 

○3 . 承○2 . 若其不為符號 c ，則進行○1 . 之操作，並重新

步驟(b).。 

(ii). 若(i). 中無法找到未被使用的配組  ,a b ，且由最左邊

至上步的向量 的區間範圍中尚有未被標記的向量 ，

且該向量前仍有被定義為   的向量，則考慮與向量 

較接近且未被標記的向量，定義為「特殊配對」；並

將向量 與向量 進行置換，並將此兩符號標記，重新

步驟(b).。   

(c). 考慮所有未被標記的向量 ，定義為骨牌 aaD ；配組  ,a b 定

義 為 骨 牌 aaD 與 骨 牌 bbD ； 配 組  , ,a b c 定 義 為 骨 牌

, ,aa bb ccD D D 。對於其他未被配組的向量 ，考慮由最左邊至

向量 的區間範圍所形成的 SDT ，進行以下操作： 

(I).  若 1 2W W ，將向量 定義為骨牌 abD  

(II). 若 1 2 3W W W  ，將向量 定義為骨牌 bcD  

(d). 對應完成。 

(7). 我們將先前「例一」與「例二」的最終「廣義 Motzkin 路徑」與

原先之  3 ,S n k 間的操作過程列出如下： 

 (a). 例一 (由於沒有向量 ，不需置換，僅需配組。) 
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     (b). 例二 

 

 

  

表(十八) 

 

圖(四十六)  

圖(四十七)  

1 2 3 4 9 10 15 16 

5 7 8 13 14 19 20  

6 11 12 17 18 21 22  
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 (8).  3S n 數量之計算： 

    由此對應可知： SDT 共 n 塊骨牌的數量可對應到「廣義

Motzkin 路徑」，只需計算路徑的方法數為何，即可得知  3S n
。 

    若不考慮「廣義 Motzkin 路徑」的水平部份，則單純上升、

下降的路徑總數可以視為兩人「一路領先」方法數。 

    兩人「一路領先」方法數為：
2

n
nC  
 
 

。     

以加總的方式可呈現「廣義 Motzkin 路徑」的總方法數為：

20

n
i n

i
i

i
C C 

 
 

 。 

表(十九) 
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陸、結論 

一、對於集合 SDT 及集合GDT 的圖形，可找到一個對應方式證明這兩集合的數量

相同，意即                                 。 

二、對於有限制骨牌種類的 SDT ： 

(一)  2 2nS n  ，由於
0

2
n

nn

i
i

C


 ，意即對應到在平面坐標從原點  0,0 出發，

並以向量  1,0 及  0,1 為路徑方向，在第一象限中(包含 ,x y 軸正向)，走到

任一點的方法數。 

(二) 在  3S n 中，限制不得有骨牌 bcD 出現，則其方法數恰對應到：在平面坐

標上從原點出發以向量  1,0 、 0,1 及  1, 1  為路徑方向，在第一象限中

(包含 ,x y 軸正向)，走到任一點的方法數。 

三、在  3S n 中，依照骨牌直立的個數加以分類，其方法數恰為 Motzkin Triangle，

且與在坐標平面上，從原點走到  ,n k 的「廣義 Motzkin 路徑」一一對應。 

對於 1,2,...,9,n  ，列舉出  3S n 的值：2, 5, 13, 35, 96, 267, 750, 2123, 

6046, ... 

方法數為：
20

n
n i

i
i

i
C C  

 
 

 。 
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柒、討論 

一、上述研究中皆以考慮骨牌填入的順序去探討其方法數。若不考慮骨牌填入順

序的方法數，初步得出以下結果： 

(一) 不考慮骨牌放置順序且限制高度小於等於三排，其數列前 8 項為： 

2, 5, 11, 21, 40, 76, 134, 239, ... 

(二) 不考慮骨牌放置順序以及高度限制，其數列前 7 項為： 

2, 6, 16, 42, 106, 268, 650, ... 

    關於以上兩數列，在現有的數列資料中[7]尚未找尋到相關資料，希望在

未來能夠對其進行深入研究，並嘗試找出其遞迴關係式或一般式以計算其數量

與應用。     

二、希望能在三維空間中，將骨牌以立體堆疊的方式探討其方法數以及各種性質。 

三、若將填入的骨牌由1 2 改成1 3 、1 4, ，甚至是m n ，探討其方法數以及

各種性質。 
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 3 1GDT 對應至  3 1SDT 的情況：  

 
(1; 3) 

# 1 2 
 

   
(1; 2) 

1 2 
 

         

 
(0; 1,1,1) 

# 
1 
2 

 

   

(0; 1,1) 

1 
2 

 

         

 

 3 2GDT 對應至  3 2SDT 的情況：  

 
(2; 5) 

# 1 2 3 4 
 

   
(2; 5) 

1 2 # 3 4 
 

   
(2; 4) 

1 2 3 4 
 

       

 

(2; 3,2) 

# 1 2 
3 4   

 

   

(2; 2,2) 

1 2 
3 4 

 

         

 

(1; 3,1,1) 

# 1 2 
3     
4     

 

   

(1; 2,1,1) 

1 2 
3   
4   

 

         

 

(1; 3,1,1) 

# 3 4 
1     
2     

 

   

(1; 3,1) 

1 3 4 
2     

 

         

 

(0; 2,2,1) 

# 3 
1 4 
2   

 

   

(0; 2,2) 

1 3 
2 4 

 

         

 

 3 3GDT 對應至  3 3SDT 的情況：  

 
(3; 7) 

# 1 2 3 4 5 6 
 

   
(3; 7) 

1 2 # 3 4 5 6 
 

   
(3; 7) 

1 2 3 4 # 5 6 
 

   
(3; 6) 

1 2 3 4 5 6 
 

   

 

附錄一 集合 SDT 與集合GDT  ( 1,2,3,4n  ) 之間對應的每一步轉換過程(由左而右)： 

 

符號定義： ( , , )D p q r；  

D：表示水平骨牌的數量。 

 , ,p q r ：分別表示 SDT 圖形第一列、 

第二列以及第三列的長度。 
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(3; 5,2) 

# 1 2 3 4 
5 6       

 

   

(3; 5,2) 

1 2 # 3 4 
5 6       

 

   

(3; 4,2) 

1 2 3 4 
5 6     

 

       

 

(3; 5,2) 

# 1 2 5 6 
3 4       

 

   

(3; 5,2) 

1 2 # 5 6 
3 4       

 

   

(3; 4,2) 

1 2 5 6 
3 4     

 

       

 

(3; 3,2,2) 

# 1 2 
3 4   
5 6   

 

   

(3; 2,2,2) 

1 2 
3 4 
5 6 

 

         

 

(2; 5,1,1) 

# 1 2 3 4 
5         
6         

 

   

(2; 5,1,1) 

1 2 # 3 4 
5         
6         

 

   

(2; 4,1,1) 

1 2 3 4 
5       
6       

 

       

 

(2; 5,1,1) 

# 1 2 5 6 
3         
4         

 

   

(2; 5,1,1) 

1 2 # 5 6 
3         
4         

 

   

(2; 4,1,1) 

1 2 5 6 
3       
4       

 

       

 

(2; 5,1,1) 

# 3 4 5 6 
1         
2         

 

   

(2; 5,1) 

1 3 4 5 6 
2         

 

         

 

(2; 3,3,1) 

# 1 2 
3 5 6 
4     

 

   

(2; 3,3,1) 

1 2 # 
3 5 6 
4     

 

   

(2; 3,3,1) 

1 2 5 
3 # 6 
4     

 

   

(2; 3,3) 

1 2 5 
3 4 6 

 

   

 

(2; 3,3,1) 

# 3 4 
1 5 6 
2     

 

   

(2; 3,3) 

1 3 4 
2 5 6 

 

         

 

(1; 4,2,1) 

# 3 5 6 
1 4     
2       

 

   

(1; 4,2) 

1 3 5 6 
2 4     
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(1; 3,2,2) 

# 1 2 
3 5   
4 6   

 

   

(1; 2,2,2) 

1 2 
3 5 
4 6 

 

         

 

(1; 3,2,2) 

# 3 4 
1 5   
2 6   

 

   

(1; 3,2,2) 

1 3 4 
2 5   
# 6   

 

   

(1; 3,2,2) 

1 3 4 
2 #   
5 6   

 

   

(1; 2,2,2) 

1 3 
2 4 
5 6 

 

   

 

(0; 3,3,1) 

# 3 5 
1 4 6 
2     

 

   

(0; 3,3) 

1 3 5 
2 4 6 

 

         

 

 3 4GDT 對應至  3 4SDT 的情況：  

 
(4; 9) 

# 1 2 3 4 5 6 7 8 
 

 
  

(4; 9) 

1 2 # 3 4 5 6 7 8 
 

 
  

(4; 9) 

1 2 3 4 # 5 6 7 8 
 

 
  

(4; 9) 

1 2 3 4 5 6 # 7 8 
 

   

(4; 8) 

1 2 3 4 5 6 7 8 
 

 
  

        

 

(4; 7,2) 

# 1 2 3 4 5 6 
7 8           

 

 
  

(4; 7,2) 

1 2 # 3 4 5 6 
7 8           

 

 
  

(4; 7,2) 

1 2 3 4 # 5 6 
7 8           

 

 
  

(4; 6,2) 

1 2 3 4 5 6 
7 8         

 

   

 

(4; 7,2) 

# 1 2 3 4 7 8 
5 6           

 

 
  

(4; 7,2) 

1 2 # 3 4 7 8 
5 6           

 

 
  

(4; 7,2) 

1 2 3 4 # 7 8 
5 6           

 

 
  

(4; 6,2) 

1 2 3 4 7 8 
5 6         

 

   

 

(4; 7,2) 

# 1 2 5 6 7 8 
3 4           

 

 
  

(4; 7,2) 

1 2 # 5 6 7 8 
3 4           

 

 
  

(4; 7,2) 

1 2 5 6 # 7 8 
3 4           

 

 
  

(4; 6,2) 

1 2 5 6 7 8 
3 4         

 

   

 

(4; 5,4) 

# 1 2 3 4 
5 6 7 8   

 

 
  

(4; 5,4) 

1 2 # 3 4 
5 6 7 8   

 

 
  

(4; 4,4) 

1 2 3 4 
5 6 7 8 

 

 
  

    

 

(4; 5,4) 

# 1 2 5 6 
3 4 7 8   

 

 
  

(4; 5,4) 

1 2 # 5 6 
3 4 7 8   

 

 
  

(4; 4,4) 

1 2 5 6 
3 4 7 8 
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(4; 5,2,2) 

# 1 2 3 4 
5 6       
7 8       

 

 
  

(4; 5,2,2) 

1 2 # 3 4 
5 6       
7 8       

 

 
  

(4; 4,2,2) 

1 2 3 4 
5 6     
7 8     

 

 
  

    

 

(4; 5,2,2) 

# 1 2 5 6 
3 4       
7 8       

 

 
  

(4; 5,2,2) 

1 2 # 5 6 
3 4       
7 8       

 

 
  

(4; 4,2,2) 

1 2 5 6 
3 4     
7 8     

 

 
  

    

 

(4; 5,2,2) 

# 1 2 7 8 
3 4       
5 6       

 

 
  

(4; 5,2,2) 

1 2 # 7 8 
3 4       
5 6       

 

 
  

(4; 4,2,2) 

1 2 7 8 
3 4     
5 6     

 

 
  

    

 

(3; 7,1,1) 

# 1 2 3 4 5 6 
7             
8             

 

 
  

(3; 7,1,1) 

1 2 # 3 4 5 6 
7             
8             

 

 
  

(3; 7,1,1) 

1 2 3 4 # 5 6 
7             
8             

 

 
  

(3; 6,1,1) 

1 2 3 4 5 6 
7           
8           

 

   

 

(3; 7,1,1) 

# 1 2 3 4 7 8 
5             
6             

 

 
  

(3; 7,1,1) 

1 2 # 3 4 7 8 
5             
6             

 

 
  

(3; 7,1,1) 

1 2 3 4 # 7 8 
5             
6             

 

 
  

(3; 6,1,1) 

1 2 3 4 7 8 
5           
6           

 

   

 

(3; 7,1,1) 

# 1 2 5 6 7 8 
3             
4             

 

 
  

(3; 7,1,1) 

1 2 # 5 6 7 8 
3             
4             

 

 
  

(3; 7,1,1) 

1 2 5 6 # 7 8 
3             
4             

 

 
  

(3; 6,1,1) 

1 2 5 6 7 8 
3           
4           

 

   

 

(3; 7,1,1) 

# 3 4 5 6 7 8 
1             
2             

 

 
  

(3; 7,1) 

1 3 4 5 6 7 8 
2             

 

 
  

      

 

(3; 5,3,1) 

# 1 2 3 4 
5 7 8     
6         

 

 
  

(3; 5,3,1) 

1 2 # 3 4 
5 7 8     
6         

 

 
  

(3; 4,3,1) 

1 2 3 4 
5 7 8   
6       

 

 
  

    

 

 
 
 
 



 48 

(3; 5,3,1) 

# 1 2 5 6 
3 7 8     
4         

 

 
  

(3; 5,3,1) 

1 2 # 5 6 
3 7 8     
4         

 

 
  

(3; 4,3,1) 

1 2 5 6 
3 7 8   
4       

 

 
  

    

 

(3; 5,3,1) 

# 1 2 7 8 
3 5 6     
4         

 

 
  

(3; 5,3,1) 

1 2 # 7 8 
3 5 6     
4         

 

 
  

(3; 5,3,1) 

1 2 5 7 8 
3 # 6     
4         

 

 
  

(3; 5,3) 

1 2 5 7 8 
3 4 6     

 

   

 

(3; 5,3,1) 

# 3 4 5 6 
1 7 8     
2         

 

 
  

(3; 5,3) 

1 3 4 5 6 
2 7 8     

 

 
  

      

 

(3; 5,3,1) 

# 3 4 7 8 
1 5 6     
2         

 

 
  

(3; 5,3) 

1 3 4 7 8 
2 5 6     

 

 
  

      

 

(3; 3,3,3) 

# 1 2 
3 4 7 
5 6 8 

 

 
  

(3; 3,3,3) 

1 2 # 
3 4 7 
5 6 8 

 

 
  

(3; 3,3,2) 

1 2 7 
3 4 8 
5 6   

 

 
  

    

 

(3; 3,3,3) 

# 1 2 
3 5 6 
4 7 8 

 

 
  

(3; 3,3,3) 

1 2 # 
3 5 6 
4 7 8 

 

 
  

(3; 3,3,3) 

1 2 5 
3 # 6 
4 7 8 

 

 
  

(3; 3,3,3) 

1 2 5 
3 4 6 
# 7 8 

 

   

(3; 3,3,2) 

1 2 5 
3 4 6 
7 8   

 

 
  

        

 

(3; 3,3,3) 

# 3 4 
1 5 6 
2 7 8 

 

 
  

(3; 3,3,3) 

1 3 4 
2 5 6 
# 7 8 

 

 
  

(3; 3,3,2) 

1 3 4 
2 5 6 
7 8   

 

 
  

    

 

(2; 6,2,1) 

# 3 5 6 7 8 
1 4         
2           

 

 
  

(2; 6,2) 

1 3 5 6 7 8 
2 4         
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(2; 5,2,2) 

# 1 2 3 4 
5 7       
6 8       

 

 
  

(2; 5,2,2) 

1 2 # 3 4 
5 7       
6 8       

 

 
  

(2; 4,2,2) 

1 2 3 4 
5 7     
6 8     

 

 
  

    

 

(2; 5,2,2) 

# 1 2 5 6 
3 7       
4 8       

 

 
  

(2; 5,2,2) 

1 2 # 5 6 
3 7       
4 8       

 

 
  

(2; 4,2,2) 

1 2 5 6 
3 7     
4 8     

 

 
  

    

 

(2; 5,2,2) 

# 1 2 7 8 
3 5       
4 6       

 

 
  

(2; 5,2,2) 

1 2 # 7 8 
3 5       
4 6       

 

 
  

(2; 4,2,2) 

1 2 7 8 
3 5     
4 6     

 

 
  

    

 

(2; 5,2,2) 

# 3 4 5 6 
1 7       
2 8       

 

 
  

(2; 5,2,2) 

1 3 4 5 6 
2 7       
# 8       

 

 
  

(2; 5,2,2) 

1 3 4 5 6 
2 #       
7 8       

 

 
  

(2; 5,2,2) 

1 3 # 5 6 
2 4       
7 8       

 

   

(2; 4,2,2) 

1 3 5 6 
2 4     
7 8     

 

 
  

        

 

(2; 5,2,2) 

# 3 4 7 8 
1 5       
2 6       

 

 
  

(2; 5,2,2) 

1 3 4 7 8 
2 5       
# 6       

 

 
  

(2; 5,2,2) 

1 3 4 7 8 
2 #       
5 6       

 

 
  

(2; 5,2,2) 

1 3 # 7 8 
2 4       
5 6       

 

   

 

(2; 4,2,2) 

1 3 7 8 
2 4     
5 6     

 

 
  

        

 

(2; 4,4,1) 

# 1 2 7 
3 5 6 8 
4       

 

 
  

(2; 4,4,1) 

1 2 # 7 
3 5 6 8 
4       

 

 
  

(2; 4,4,1) 

1 2 5 7 
3 # 6 8 
4       

 

 
  

(2; 4,4) 

1 2 5 7 
3 4 6 8 
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(2; 4,4,1) 

# 3 4 7 
1 5 6 8 
2       

 

 
  

(2; 4,4) 

1 3 4 7 
2 5 6 8 

 

 
  

      

 

(2; 4,4,1) 

# 3 5 6 
1 4 7 8 
2       

 

 
  

(2; 4,4) 

1 3 5 6 
2 4 7 8 

 

 
  

      

 

(1; 5,3,1) 

# 3 5 7 8 
1 4 6     
2         

 

 
  

(1; 5,3) 

1 3 5 7 8 
2 4 6     

 

 
  

      

 

(1; 3,3,3) 

# 1 2 
3 5 7 
4 6 8 

 

 
  

(1; 3,3,3) 

1 2 # 
3 5 7 
4 6 8 

 

 
  

(1; 3,3,2) 

1 2 7 
3 5 8 
4 6   

 

 
  

    

 

(1; 3,3,3) 

# 3 4 
1 5 7 
2 6 8 

 

 
  

(1; 3,3,3) 

1 3 4 
2 5 7 
# 6 8 

 

 
  

(1; 3,3,3) 

1 3 4 
2 # 7 
5 6 8 

 

 
  

(1; 3,3,3) 

1 3 # 
2 4 7 
5 6 8 

 

   

 

(1; 3,3,2) 

1 3 7 
2 4 8 
5 6   

 

 
  

        

 

(1; 3,3,3) 

# 3 5 
1 4 6 
2 7 8 

 

 
  

(1; 3,3,3) 

1 3 5 
2 4 6 
# 7 8 

 

 
  

(1; 3,3,2) 

1 3 5 
2 4 6 
7 8   

 

 
  

    

 

(0; 4,4,1) 

# 3 5 7 
1 4 6 8 
2       

 

 
  

(0; 4,4) 

1 3 5 7 
2 4 6 8 
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 3 1SDT 對應到 Motzkin Path 的圖形：  (數量：2) 

 
 
(1; 2) 

1 2 
 
╴  
 

   

 
(0; 1,1) 

1 
2 

 
   
↗  
  

           

 
 

 3 2SDT 對應到 Motzkin Path 的圖形：  (數量：5) 

 
 
(2; 4) 

1 2 3 4 
 
 
╴╴  
 

      

(2; 2,2) 

1 2 
3 4 
    
↗↘  
 

 
  

 
(1; 3,1) 

1 3 4 
2     

 
 ╴  
↗   
 

      

(1; 2,1,1) 

1 2 
3   
4   
   
╴↗  
 

        

 
(0; 2,2) 

1 3 
2 4 
    
 ↗  
↗   

           

 
 

 3 3SDT 對應到 Motzkin Path 的圖形：  (數量：13) 

 
 
 

附錄二 集合 SDT 與 Motzkin Path ( 1,2,3,4,5n  ) 的對應關係： 

符號定義： ( , , )D p q r；  

D：表示水平骨牌的數量。 

 , ,p q r ：分別表示 SDT 圖形第一列、 

第二列以及第三列的長度。 
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(3; 6) 

1 2 3 4 5 6 
 
 
 
╴╴╴  

      

(3; 4,2) 

1 2 3 4 
5 6     

 
     
╴↗↘  

      

(3; 4,2) 

1 2 5 6 
3 4     

 
     
↗↘╴  

      

(3; 2,2,2) 

1 2 
3 4 
5 6 
 ╴   
↗ ↘  

   

  

(2; 5,1) 

1 3 4 5 6 
2         

 
 ╴╴  
↗    

      

(2; 4,1,1) 

1 2 3 4 
5       
6       
    
╴╴↗  

      

(2; 4,1,1) 

1 2 5 6 
3       
4       
  ╴  
╴↗   

      

(2; 3,3) 

1 2 5 
3 4 6 

 
     
↗↘↗  

   

(2; 3,3) 

1 3 4 
2 5 6 
    
 ↗↘  
↗    

            

  

(1; 4,2) 

1 3 5 6 
2 4     

 
  ╴  
 ↗   
↗    

      

(1; 2,2,2) 

1 2 
3 5 
4 6 
     
  ↗  
╴↗   

      

(1; 2,2,2) 

1 3 
2 4 
5 6 
    
 ╴↗  
↗    

      

  

(0; 3,3) 

1 3 5 
2 4 6 

 
  ↗  
 ↗   
↗    

    
 
 
 

       

 
 

 3 4SDT 對應到 Motzkin Path 的圖形：  (數量：35) 

 
 
(4; 8) 

1 2 3 4 5 6 7 8 
 
 
 
╴╴╴╴  
 

      

(4; 6,2) 

1 2 3 4 5 6 
7 8         

 
      
╴╴↗↘  
 
 

      

(4; 6,2) 

1 2 3 4 7 8 
5 6         

 
      
╴↗↘╴  
 
  

      

(4; 6,2) 

1 2 5 6 7 8 
3 4         

 
      
↗↘╴╴  
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(4; 4,4) 

1 2 3 4 
5 6 7 8 

 
 
      
 ↗↘   
↗  ↘  
 

      

(4; 4,4) 

1 2 5 6 
3 4 7 8 

 
 
     
  
↗↘↗↘  
  

      

(4; 4,2,2) 

1 2 3 4 
5 6     
7 8     

 
 
  ╴   
╴↗ ↘  
  

      

(4; 4,2,2) 

1 2 5 6 
3 4     
7 8     

 
 
 ╴╴   
↗  ↘  
  

   

(4; 4,2,2) 

1 2 7 8 
3 4     
5 6     

 
 
 ╴    
↗ ↘╴  

            

  

(3; 7,1) 

1 3 4 5 6 7 8 
2             

 
 
 ╴╴╴  
↗     
 

      

(3; 6,1,1) 

1 2 3 4 5 6 
7           
8           

 
      
╴╴╴↗  
 

      

(3; 6,1,1) 

1 2 3 4 7 8 
5           
6           

 
   ╴  
╴╴↗   
 

      

(3; 6,1,1) 

1 2 5 6 7 8 
3           
4           

 
  ╴╴  
╴↗    
 

   

(3; 5,3) 

1 2 5 7 8 
3 4 6     

 
  
   ╴  
↗↘↗   
 

      

(3; 5,3) 

1 3 4 5 6 
2 7 8     

 
 
      
 ╴↗↘  
↗     
 

      

(3; 5,3) 

1 3 4 7 8 
2 5 6     

 
 
      
 ↗↘╴  
↗     
 

      

(3; 4,3,1) 

1 2 3 4 
5 7 8   
6       

 
      
╴↗↘↗  
 

   

(3; 4,3,1) 

1 2 5 6 
3 7 8   
4       

 
      
  ↗↘  
╴↗    
 

      

(3; 3,3,2) 

1 2 5 
3 4 6 
7 8   

 
  
     
↗↘╴↗  
 

      

(3; 3,3,2) 

1 2 7 
3 4 8 
5 6   

 
 
 ╴    
↗ ↘↗  
 

      

(3; 3,3,2) 

1 3 4 
2 5 6 
7 8   

 
  ╴   
 ↗ ↘  
↗     
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(2; 6,2) 

1 3 5 6 7 8 
2 4         

 
  ╴╴  
 ↗    
↗     
 

      

(2; 4,4) 

1 2 5 7 
3 4 6 8 

 
   
   ↗  
↗↘↗   
 

      

(2; 4,4) 

1 3 4 7 
2 5 6 8 

 
      
 ↗↘↗  
↗     
 

      

(2; 4,4) 

1 3 5 6 
2 4 7 8 
    
  ↗↘  
 ↗    
↗     
 

   

(2; 4,2,2) 

1 2 3 4 
5 7     
6 8     

 
      
   ↗  
╴╴↗   
 

      

(2; 4,2,2) 

1 2 5 6 
3 7     
4 8     

 
      
  ╴↗  
╴↗    
 

      

(2; 4,2,2) 

1 2 7 8 
3 5     
4 6     

 
   ╴  
  ↗   
╴↗    
 

      

(2; 4,2,2) 

1 3 5 6 
2 4     
7 8     

 
      
 ╴╴↗  
↗     

   

(2; 4,2,2) 

1 3 7 8 
2 4     
5 6     
   ╴  
 ╴↗   
↗     

            

  

(1; 5,3) 

1 3 5 7 8 
2 4 6     

 
   ╴  
  ↗   
 ↗    
↗     
 

      

(1; 3,3,2) 

1 2 7 
3 5 8 
4 6   
     
   ↗  
  ↗   
╴↗    
 

      

(1; 3,3,2) 

1 3 5 
2 4 6 
7 8   
     
  ╴↗  
 ↗    
↗     
 

      

(1; 3,3,2) 

1 3 7 
2 4 8 
5 6   
     
   ↗  
 ╴↗   
↗     
 

   

  

(0; 4,4) 

1 3 5 7 
2 4 6 8 
      
   ↗  
  ↗   
 ↗    
↗     

            

 
 

 

 3 5SDT 對應到 Motzkin Path 的圖形：  (數量：96) 
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(5; 10) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 
 
 
 
╴╴╴╴╴  
 

      

(5; 8,2) 

1 2 3 4 5 6 7 8 
9 0             

 
       
╴╴╴↗↘  
 

      

(5; 8,2) 

1 2 3 4 5 6 9 0 
7 8            

 
       
╴╴↗↘╴  
 

      

 

   

(5; 8,2) 

1 2 3 4 7 8 9 0 
5 6             

 
       
╴↗↘╴╴  
 

      

(5; 8,2) 

1 2 5 6 7 8 9 0 
3 4             

 
       
↗↘╴╴╴  
 

      

(5; 6,4) 

1 2 3 4 5 6 
7 8 9 0     
    
  ↗↘   
╴↗  ↘  
 

      

 

   

(5; 6,4) 

1 2 3 4 7 8 
5 6 9 0     

 
       
╴↗↘↗↘  
 

      

(5; 6,4) 

1 2 3 4 9 0 
5 6 7 8     
      
 ↗↘    
↗  ↘╴  
 

      

(5; 6,4) 

1 2 5 6 7 8 
3 4 9 0     

 
     
  
↗↘╴↗↘  
 

      

 

   

(5; 6,4) 

1 2 5 6 9 0 
3 4 7 8     

 
 
       
↗↘↗↘╴  
 

      

(5; 6,2,2) 

1 2 3 4 5 6 
7 8         
9 0         

 
   ╴   
╴╴↗ ↘  
 

      

(5; 6,2,2) 

1 2 3 4 7 8 
5 6         
9 0         

 
  ╴╴   
╴↗  ↘  
 

      

 

   

(5; 6,2,2) 

1 2 3 4 9 0 
5 6         
7 8         

 
  ╴    
╴↗ ↘╴  
 

      

(5; 6,2,2) 

1 2 5 6 7 8 
3 4         
9 0         

 
 ╴╴╴   
↗   ↘  
 

      

(5; 6,2,2) 

1 2 5 6 9 0 
3 4         
7 8         

 
 ╴╴    
↗  ↘╴  
 

      

 

   

(5; 6,2,2) 

1 2 7 8 9 0 
3 4         
5 6         

 
 ╴     
↗ ↘╴╴  
 

      

(5; 4,4,2) 

1 2 3 4 
5 6 7 8 
9 0     

 
       
 ↗↘╴   
↗   ↘  

    

(5; 4,4,2) 

1 2 3 4 
5 6 9 0 
7 8     

 
  ╴    
 ↗ ↘   
↗   ↘  
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(5; 4,4,2) 

1 2 5 6 
3 4 7 8 
9 0     

 
 
   ╴   
↗↘↗ ↘  
 

      

(5; 4,4,2) 

1 2 5 6 
3 4 9 0 
7 8     

 
       
 ╴↗↘   
↗   ↘  
 

      

 (5; 4,4,2) 

1 2 7 8 
3 4 9 0 
5 6     

 
 ╴     
↗ ↘↗↘  
  
 

      

  

   

  

(4; 9,1) 

1 3 4 5 6 7 8 9 0 
2                 

 
 
 ╴╴╴╴  
↗      
  

      

(4; 8,1,1) 

1 2 3 4 5 6 7 8 
9               
0               

 
       
╴╴╴╴↗  
 

      

(4; 8,1,1) 

1 2 3 4 5 6 9 0 
7               
8               

 
    ╴  
╴╴╴↗   
 

      

 

   

 (4; 8,1,1) 

1 2 3 4 7 8 9 0 
5               
6               

 
   ╴╴  
╴╴↗    
 

      

(4; 8,1,1) 

1 2 5 6 7 8 9 0 
3               
4               

 
  ╴╴╴  
╴↗     
 

      

(4; 7,3) 

1 2 5 7 8 9 0 
3 4 6         

 
 
   ╴╴  
↗↘↗    
 

      

 

   

(4; 7,3) 

1 3 4 5 6 7 8 
2 9 0         

 
       
 ╴╴↗↘  
↗      
 

      

(4; 7,3) 

1 3 4 5 6 9 0 
2 7 8         

 
       
 ╴↗↘╴  
↗      
 

      

(4; 7,3) 

1 3 4 7 8 9 0 
2 5 6         

 
 
       
 ↗↘╴╴  
↗      

      

 

   

(4; 6,3,1) 

1 2 3 4 5 6 
7 9 0       
8          

 
 
       
╴╴↗↘↗  

      

(4; 6,3,1) 

1 2 3 4 7 8 
5 9 0       
6           

 
       
   ↗↘  
╴╴↗    

      

(4; 6,3,1) 

1 2 3 4 9 0 
5 7 8       
6           

 
 
    ╴  
╴↗↘↗   

      

 

   

(4; 6,3,1) 

1 2 5 6 7 8 
3 9 0       
4           

 
       
  ╴↗↘  
╴↗     

      

(4; 6,3,1) 

1 2 5 6 9 0 
3 7 8       
4           

 
       
  ↗↘╴  
╴↗     
 

      

(4; 5,5) 

1 2 3 4 9 
5 6 7 8 0 

 
 
       
 ↗↘    
↗  ↘↗  
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(4; 5,5) 

1 2 5 6 9 
3 4 7 8 0 

 
 
 
       
↗↘↗↘↗  
 

      

(4; 5,5) 

1 2 5 7 8 
3 4 6 9 0 

 
      
   ↗↘  
↗↘↗    
 

      

(4; 5,5) 

1 3 4 5 6 
2 7 8 9 0 
       
  ↗↘   
 ↗  ↘  
↗      
 

      

 

   

(4; 5,5) 

1 3 4 7 8 
2 5 6 9 0 

 
       
 ↗↘↗↘  
↗      
 

      

(4; 5,3,2) 

1 2 5 7 8 
3 4 6     
9 0       

 
       
↗↘╴╴↗  
 

      

(4; 5,3,2) 

1 2 5 9 0 
3 4 6     
7 8       

 
 
    ╴  
↗↘╴↗   
 

      

 

   

(4; 5,3,2) 

1 2 7 9 0 
3 4 8     
5 6       

 
 
 ╴  ╴  
↗ ↘↗   
 

      

(4; 5,3,2) 

1 3 4 5 6 
2 7 8     
9 0       

 
   ╴   
 ╴↗ ↘  
↗  

      

(4; 5,3,2) 

1 3 4 7 8 
2 5 6     
9 0       

 
  ╴╴   
 ↗  ↘  
↗      
 

      

  

   

(4; 5,3,2) 

1 3 4 9 0 
2 5 6     
7 8       

 
  ╴    
 ↗ ↘╴  
↗      
 

      

(4; 4,3,3) 

1 2 3 4 
5 6 9   
7 8 0   

 
 
  ╴    
╴↗ ↘↗  
 

      

(4; 4,3,3) 

1 2 3 4 
5 7 8   
6 9 0   

 
 
       
╴↗↘╴↗  
 

      

 

   

(4; 4,3,3) 

1 2 5 6 
3 4 9   
7 8 0   

 
 
 ╴╴    
↗  ↘↗  
 

      

(4; 4,3,3) 

1 2 5 6 
3 7 8   
4 9 0   

 
   ╴   
  ↗ ↘  
╴↗     

    

(4; 4,3,3) 

1 2 7 8 
3 4 9   
5 6 0   

 
 
 ╴     
↗ ↘╴↗  
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(3; 8,2) 

1 3 5 6 7 8 9 0 
2 4             

 
  ╴╴╴  
 ↗     
↗      

      

(3; 6,4) 

1 2 5 7 9 0 
3 4 6 8     

 
    ╴  
   ↗   
↗↘↗    

      

(3; 6,4) 

1 3 4 7 9 0 
2 5 6 8     

 
    ╴  
 ↗↘↗   
↗      

      

 

   

(3; 6,4) 

1 3 5 6 7 8 
2 4 9 0     
  
  ╴↗↘  
 ↗     
↗   

      

(3; 6,4) 

1 3 5 6 9 0 
2 4 7 8     

 
       
  ↗↘╴  
 ↗     
↗      
 

      

(3; 6,2,2) 

1 2 3 4 5 6 
7 9         
8 0         

 
       
    ↗  
╴╴╴↗   
 

      

    

   

(3; 6,2,2) 

1 2 3 4 7 8 
5 9         
6 0         

 
       
   ╴↗  
╴╴↗    
 

      

(3; 6,2,2) 

1 2 3 4 9 0 
5 7         
6 8         

 
    ╴  
   ↗   
╴╴↗    
 

      

(3; 6,2,2) 

1 2 5 6 7 8 
3 9         
4 0         

 
       
  ╴╴↗  
╴↗     
 

      

 

   

(3; 6,2,2) 

1 2 5 6 9 0 
3 7         
4 8         

 
    ╴  
  ╴↗   
╴↗     
 

      

(3; 6,2,2) 

1 2 7 8 9 0 
3 5         
4 6         

 
   ╴╴  
  ↗    
╴↗     
 

      

(3; 6,2,2) 

1 3 5 6 7 8 
2 4         
9 0         

 
       
 ╴╴╴↗  
↗      
 

      

 

   

(3; 6,2,2) 

1 3 5 6 9 0 
2 4         
7 8        

 
    ╴  
 ╴╴↗   
↗      
 

      

(3; 6,2,2) 

1 3 7 8 9 0 
2 4         
5 6         

 
   ╴╴  
 ╴↗    
↗      
 

      

(3; 4,4,2) 

1 2 3 4 
5 7 9 0 
6 8     

 
       
    ↗  
╴↗↘↗   
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(3; 4,4,2) 

1 2 5 6 
3 7 9 0 
4 8     

 
      
  ↗↘↗  
╴↗     
 

      

(3; 4,4,2) 

1 2 5 7 
3 4 6 8 
9 0     
  
   
   ╴↗  
↗↘↗    
 
 

    

(3; 4,4,2) 

1 2 5 9 
3 4 6 0 
7 8     
  
   
    ↗  
↗↘╴↗   
 
 

      

 

   

 (3; 4,4,2) 

1 2 7 8 
3 5 9 0 
4 6     
      
   ↗↘  
  ↗    
╴↗     
 
 

      

 (3; 4,4,2) 

1 2 7 9 
3 4 8 0 
5 6     
  
    
 ╴  ↗  
↗ ↘↗   
 
 

      

 (3; 4,4,2) 

1 3 4 7 
2 5 6 8 
9 0     

 
       
 ↗↘╴↗  
↗      
 

      

  

   

(3; 4,4,2) 

1 3 4 9 
2 5 6 0 
7 8     

 
  ╴    
 ↗ ↘↗  
↗      
 

      

(3; 4,4,2) 

1 3 5 6 
2 4 7 8 
9 0     
   ╴   
  ↗ ↘  
 ↗     
↗      
 

      

(3; 4,4,2) 

1 3 5 6 
2 4 9 0 
7 8     
  
    
 ╴↗↘↗  
↗      
 

      

 

   

(3; 4,4,2) 

1 3 7 8 
2 4 9 0 
5 6     
     
   ↗↘  
 ╴↗    
↗      

            

  

(2; 7,3) 

1 3 5 7 8 9 0 
2 4 6         

 
   ╴╴  
  ↗    
 ↗     
↗      
 

      

(2; 5,5) 

1 2 5 7 9 
3 4 6 8 0 

 
       
    ↗  
   ↗   
↗↘↗    
 

      

(2; 5,5) 

1 3 4 7 9 
2 5 6 8 0 

 
       
    ↗  
 ↗↘↗   
↗      
  

      

  

   



 60 

(2; 5,5) 

1 3 5 6 9 
2 4 7 8 0 

 
       
  ↗↘↗  
 ↗     
↗      
  

      

(2; 5,5) 

1 3 5 7 8 
2 4 6 9 0 

 
      
   ↗↘  
  ↗    
 ↗     
↗      
 

      

 (2; 5,3,2) 

1 2 7 9 0 
3 5 8     
4 6       

 
    ╴  
   ↗   
  ↗    
╴↗     
 

      

  

   

(2; 5,3,2) 

1 3 5 7 8 
2 4 6     
9 0       

 
       
  ╴╴↗  
 ↗     
↗      
 

      

(2; 5,3,2) 

1 3 5 9 0 
2 4 6     
7 8       

 
    ╴  
  ╴↗   
 ↗     
↗      
 

      

(2; 5,3,2) 

1 3 7 9 0 
2 4 8     
5 6       

 
    ╴  
   ↗   
 ╴↗    
↗      
 

      

 

   

(2; 4,3,3) 

1 2 3 4 
5 7 9   
6 8 0   

 
    
    ↗  
   ↗   
╴╴↗    
 

      

(2; 4,3,3) 

1 2 5 6 
3 7 9   
4 8 0   

 
       
    ↗  
  ╴↗   
╴↗     
 

      

(2; 4,3,3) 

1 2 7 8 
3 5 9   
4 6 0   

 
     
   ╴↗  
  ↗    
╴↗     
 

      

 

   

(2; 4,3,3) 

1 3 5 6 
2 4 9   
7 8 0   

 
      
    ↗  
 ╴╴↗   
↗      
 

      

(2; 4,3,3) 

1 3 7 8 
2 4 9   
5 6 0   

 
      
   ╴↗  
 ╴↗    
↗      
 

    

(1; 4,4,2) 

1 3 7 9 
2 4 8 0 
5 6     
      
    ↗  
   ↗   
 ╴↗    
↗      
 

    

(1; 6,4) 

1 3 5 7 9 0 
2 4 6 8     

 
    ╴  
   ↗   
  ↗    
 ↗     
↗      
 

      

(1; 4,4,2) 

1 2 7 9 
3 5 8 0 
4 6     

 
 
       
    ↗  
   ↗   
  ↗    
╴↗  

    

(1; 4,4,2) 

1 3 5 7 
2 4 6 8 
9 0     

 
 
       
   ╴↗  
  ↗    
 ↗     
↗      
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(1; 4,4,2) 

1 3 5 9 
2 4 6 0 
7 8     

 
 
       
    ↗  
  ╴↗   
 ↗     
↗      
 

      

(0; 5,5) 

1 3 5 7 9 
2 4 6 8 0 

   
 
       
    ↗  
   ↗   
  ↗    
 ↗     
↗      
 

      

 

      

 

   

 
 
 

 
int SDTMapMotzkin(char *Motzkin,char *Original){ 

    int Possibly[10001][5],Possibly_Count; 

    int Special_Pair_List[10001][2],Special_Pair_Count; 

    int Pair_Count; 

    char PairStr[101],PCStr[101]; 

    bool Running=1; 

    int i,j,k,t,a,b,c,ra,rb,rc,p,q; 

    a=b=c=0; 

    for(i=0;i<N;i++){ 

        Motzkin[i]='-'; 

    } 

    while(Running){ 

        Pair_Count=Special_Pair_Count=0;  

        for(i=0;i<N;i++){ 

            if(Motzkin[i]!='+'){ 

                Motzkin[i]='-'; 

            } 

        } 

        for(i=0;i<N;i++){ 

            if(Original[i]=='c'&&Motzkin[i]=='-'){ 

                t=p=q=-1; 

                for(j=i-1;j>=0;j--){ 

                    if(Original[j]=='b'&&Motzkin[j]=='-'){ 

                        p=j; 

                        break; 

                    } 

                } 

                for(j=i-1;j>=0;j--){ 

                    if((Original[j]=='A')&&Motzkin[j]=='-'){ 

                        if(t==-1){ 

                            t=j; 

                        } else { 

                            q=j; 

                            break; 

                        } 

                    } 

                } 

                if(t>0&&q>0&&p<q){ 

                    Motzkin[i]='0'; 

                    Special_Pair_List[Special_Pair_Count][0]=i; 

                    Special_Pair_List[Special_Pair_Count][1]=t; 

                    Motzkin[t]='='; 

                    Special_Pair_Count++; 

                } else { 

                    rb=p; 

                    rc=i; 

                    for(j=p-1;j>=0;j--){ 

                        if(Original[j]=='a'&&Motzkin[j]=='-'){ 

                            break; 

                        } 

                    } 

                    if(j>=0){ 

附錄三 「骨牌與路徑對應規則」函數之 C 語言程式碼 
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                        ra=j; 

                        Motzkin[ra]='1'; 

                        Motzkin[rb]='0'; 

                        Motzkin[rc]='2'; 

                        Pair[Pair_Count++]=(PAIR){3,ra,rb,rc}; 

                    } 

                } 

            } 

        } 

        for(i=0;i<N;i++){ 

            if(Original[i]=='b'&&Motzkin[i]=='-'){ 

                rb=i; 

                for(j=i-1;j>=0;j--){ 

                    if(Original[j]=='a'&&Motzkin[j]=='-'){ 

                        break; 

                    } 

                } 

                ra=j; 

                if(j>=0){ 

                    Motzkin[ra]='1'; 

                    Motzkin[rb]='2'; 

                    Pair[Pair_Count++]=(PAIR){2,ra,rb}; 

                } 

            } 

        } 

        for(i=0;i<N;i++){ 

            if(Original[i]=='a'&&Motzkin[i]=='-'){ 

                Motzkin[i]='0'; 

            } 

        } 

         

        sort(Pair,Pair+Pair_Count); 

         

        while(true){ 

            Possibly_Count=0; 

            for(i=N-1;i>=0;i--){ 

                if(Motzkin[i]=='-'||Motzkin[i]=='='){ 

                    for(j=0;j<Pair_Count;j++){ 

                        if(Pair[j].type==2){ 

                            if(Pair[j].a<i&&Pair[j].b>i){ 

                                Possibly[Possibly_Count][0]=1; 

                                Possibly[Possibly_Count][1]=i; 

                                Possibly[Possibly_Count][2]=j; 

                                Possibly_Count++; 

                            }                            

                        } 

                        if(Pair[j].type==3){ 

                            if(Pair[j].a<i&&Pair[j].b>i){ 

                                Possibly[Possibly_Count][0]=4; 

                                Possibly[Possibly_Count][1]=i; 

                                Possibly[Possibly_Count][2]=j; 

                                Possibly_Count++; 

                            } else if(Pair[j].b<i&&Pair[j].c>i){ 

                                Possibly[Possibly_Count][0]=2; 

                                Possibly[Possibly_Count][1]=i; 

                                Possibly[Possibly_Count][2]=j; 

                                Possibly_Count++; 

                            }                         

                        } 

                    } 

                    for(j=Special_Pair_Count-1;j>=0;j--){ 

                        if(Special_Pair_List[j][1]==i){ 

                            Possibly[Possibly_Count][0]=3; 

                            Possibly[Possibly_Count][1]=j; 

                            Possibly_Count++; 

                        } 

                    } 

                } 

            } 

            k=-1; 

            for(j=0;j<Possibly_Count;j++){ 

                if(Possibly[j][0]==1){ 

                    if(k<Pair[Possibly[j][2]].b){ 

                        k=Pair[Possibly[j][2]].b; 

                        t=j; 
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                    } 

                } 

                if(Possibly[j][0]==2||Possibly[j][0]==4){ 

                    if(k<Pair[Possibly[j][2]].c){ 

                        k=Pair[Possibly[j][2]].c; 

                        t=j; 

                    } 

                } 

                if(Possibly[j][0]==3){ 

                    if(k<Special_Pair_List[Possibly[j][1]][1]){ 

                        k=Special_Pair_List[Possibly[j][1]][1]; 

                        t=j; 

                    } 

                } 

            } 

            if(k>0){ 

                if(Possibly[t][0]==1||Possibly[t][0]==4){ 

                    Swap_Motzkin(Motzkin,Original,Possibly[t][1],Pair[Possibly[t][2]].b); 

                    Pair[Possibly[t][2]].b=Possibly[t][1]; 

                    break; 

                } 

                if(Possibly[t][0]==2){ 

                    Swap_Motzkin(Motzkin,Original,Possibly[t][1],Pair[Possibly[t][2]].c); 

                    Motzkin[Pair[Possibly[t][2]].b]='2'; 

                    Motzkin[Possibly[t][1]]='+'; 

                    Pair[Possibly[t][2]].type=2; 

                    Original[Possibly[t][1]]='a'; 

                    break; 

                } 

                if(Possibly[t][0]==3){ 

                    Swap_Motzkin(Motzkin,Original,Special_Pair_List[Possibly[t][1]][1], 

                        Special_Pair_List[Possibly[t][1]][0]); 

                    Original[Special_Pair_List[Possibly[t][1]][0]]='a'; 

                    Special_Pair_List[Possibly[t][1]][0]=Special_Pair_List[Possibly[t][1]][1]=-1; 

                    break; 

                } 

            } else { 

                Running=0; 

                break; 

            } 

        } 

    } 

    for(i=N-1;i>=0;i--){ 

        if(Motzkin[i]=='-'||Motzkin[i]=='='){ 

            Motzkin[i]='1'; 

        } else if(Motzkin[i]=='+'){ 

            Motzkin[i]='0'; 

        } 

    }         

    Motzkin[N]=0; 

    draw(Motzkin); 

} 

  



 64 

評語 

本作品是計數幾何學中重要的研究課題：計算滿足給定條件的情況下如何把

骨牌適當排列出來的所有可能數。作者充分利用這個量與 Motzkin path 的個數之間

的對應關係，明確的算出它的答案，甚至在矩形區域有缺格的情況下也能精確地

算出答案，是非常好的研究成果，以中學生程度，有此貢獻非常難能可貴，因此，

評為獲獎作品。 
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