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摘要 
在一個 m×n 的方格棋盤中，用手將一顆邊長與棋盤一小格邊長相同的正立方體骰

子，從棋盤左下角以骰子的一條稜為軸，沿著棋盤向右或向上翻入相鄰方格而滾動到棋

盤的右上角。在每一次操作過程中，把骰子和棋盤接合那面的點數記錄下來並算其總和，

求這些操作所得總和的最大值及最小值，並探討當發生最大值或最小值時，骰子位於起

點的最初擺放面向為何。 
 

壹、研究動機 
在我們準備國中盃數學能力競賽時，無意間看到八十九年建國中學主辦的國中盃數學

能力競賽中有關滾骰子的問題(第一次口試的第二題)，當時我們覺得這個題目很有趣，但

經過驗算後我們發現建國中學所提供的標準答案的數值雖然正確，但解題過程卻『怪怪的』

（詳見「玖、參考資料及其他」），於是興起想找出更為合理解答之念，試著將其推廣到更

為一般化的情形(方格棋盤大小為m×n，m、n為任意自然數)，並再進一步探討骰子初始面
向的問題。 

 

貳、研究目的 
一、當棋盤大小為 時，計算操作所得總和的最大、最小值及骰子初始面向； 4040×
二、當棋盤大小為 m×n時， Nnm ∈, ，計算操作所得總和的最大、最小值及骰子初始面

向； 
三、研究在 m及 n皆大於某數時，是否不論骰子的初始面向為何，一定可以找到一個路
徑使得總和為最大、最小值？ 
四、撰寫電腦程式以方便驗算及演示； 
 

參、研究設備器材 
一、紙︰計算及列印資料用； 
二、筆︰計算及用來記錄研究資料； 
三、電腦︰ 

(一)把研究資料儲存到電腦裡並印出研究報告； 
(二)用 GSP動態幾何軟體繪製圖片； 
(三)用 Visual Basic撰寫程式，用以模擬骰子滾動的情況。 
 

肆、研究過程或方法 
一、研究想法 
首先我們對 1×1、1×2、…、1×10、2×1、2×2、2×3、…、10×10 的方格棋盤，按
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照遊戲規則，用真正的骰子來實際操作，把所有可能路徑都走過一次（註︰本文所謂

之路徑均指最短路徑），並算出所有可能路徑出現點數總和的最大、最小值，接著再從

這些數值中來尋找規律，加以分析並找出符合之公式。 
在實際操作的過程中，我們發現骰子作直線滾動時，在路徑上的任何一個格子其

相鄰的左右格子上的點數和都為 7，若骰子滾動的路徑有轉彎時，轉彎處兩旁方格上
的點數和也是 7。為了方便起見，不妨將兩個方格的和為 7 的那兩格，稱它們為『一
對』（如圖一），不成一對者則稱之為『落單』的格子。首先，我們須注意的一個自然

存在的現象是骰子上相對的兩面其數字之和都是 7，分別是(1，6)、(2，5)和(3，4) 三
對。 右手系 左手系

 
 

成一對2
1

3
6

 6
（圖一） 

成一對

成一對

2 15
 
 

（圖二）  
 
 （圖二︰右手系和左手系的骰子的展開圖的相異之處）

 
性質一：骰子滾動的過程中至多有三個落單的格子。 
事實上，在骰子滾動的過程中，不可能有多於三個以上的格子沒能湊成一對的，

因為滾骰子時不可以走回頭路（只能像上或向右），在滾三格之內不可以有重複的點數

（骰子至少要滾動一圈後才能再度出現相同的點數）。且若出現四個落單的格子，必定

有四個不相同的對，根據鴿籠原理，產生矛盾。 
性質二：使用左手系及右手系的骰子效果一樣。 
事實上，將左手系骰子滾動的路徑對棋盤的對角線做鏡像會同等於右手系骰子滾

動的路徑，即路徑上的點數相同，故我們可以略去左手系的情況只考慮右手系的情況

（之後本文所有骰子的討論一律使用右手系的骰子）。 
性質三：路徑經過翻轉或旋轉點數總和不變。 
就如圖三所示，無論棋盤經過翻轉或旋轉，棋盤上點數的相對位置都未改變，因

此路徑經過翻轉或旋轉可以得到相同的總和（註︰路徑經翻轉後，可視為路徑對棋盤

的對角線做鏡像或骰子之手系改變）。 
 

翻轉 66 63
1 2

 
 
 
 
 
我們研究此

小值，接著再按

 
 

逆時針轉 90o
3
1
23

1
2

（圖三︰路徑經過翻轉和旋轉後的總和相同）

問題時所採用的解題策略是先從『落單』的格子開始填寫最大值或最

照所走路徑推論出所有格子的點數，最後再以骰子實際走過一次。 
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二、研究過程 
（一）可出現一對以上的情形如下： 

1.  骰子沿直線滾動三格 ：由於骰子是沿著一直線滾動，兩端的格子會成一

對，如：

成一對

1 5 6
 我們用記號

O---O
表示，其中「O」代表「已經和另一格

相互配成一對」，記號「—」代表「並未與其它格子配成一對，也就是落單的格子」，

所以總和一定為 7＋x，其中 x為中間格子之點數。 

2.  骰子滾動路徑為 ：由於兩側的格子恆會呈現一對，用記號表示：
O

O

---

---

如
41
5 6

21 , xx

，其總和為 ，其中 ，x ，  

(即 是從剩下兩對中各取的一個數)。 
217 xx ++ 21 xx ≠ 721 ≠+ x { }6,5,4,3,2,1, 21 ∈xx

3.  骰子沿直線滾動四格 ：由於骰子沿直線滾動四格，恰好繞一圈，共可

配出兩對，如
2 15 6
，用記號

O OO O
表示，所以總和必為 14。 

4.  此外，所有猶如正立方體展開圖的路徑都可配成為三對，所以總和皆為 21︰ 

6
3
2

1
5

4 3

26

1
5 4

6
2

1
5 3 4

 
3

2 61
5

4

  ……等等。 

（二）由於圖形經過旋轉、翻轉後骰子滾動路徑上的點數總和仍不變，且成對的格子相

對位置也不變，所以棋盤大小為m×n時的點數總和最大值等於n×m時的最大值（如
圖四）。（因為 m×n的情況與 n×m的情況相同，不失一般性，我們可以只考慮 n≥m
時的情況） 
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（三）為有效描述骰子的滾動及初始面向問題，我們定義︰記號「x右(或左、前、後)」
中的 x代表最初在棋盤左下角格子上骰子底面的數字，「右」、「左」、「前」或「後」
則表示骰子四周(非底面)最小點數的面向。（如圖五） 

5 2
3
6
4

前

後

左 右

(6 )在底部

 
（四）1×n 的情形：由於骰子是直線滾動沒有轉彎的餘地，只能往右滾。(詳細操作及

說明請見附錄(一)) 
1.  由於骰子印在棋盤上的數字成一列時，骰子每滾四格它的點數重複一次，所以可
以看得出它的規律。 
(1)當 n＝4k，骰子滾了 k圈，最大值或最小值都是 14k，初始面向則不限； 
(2)當 n＝4k＋1，骰子滾了 k圈又一格，此格與第一格數字相同，最大值為 14k＋6，
初始面向為「6任意」，最小值為 14k＋1，初始面向為「1任意」； 

(3)當 n＝4k＋2，骰子滾了 k圈又兩格，我們可以把這兩格取最大值 6、5、最小值
1、2。所以最大值為 14k＋11，初始面向為「6左」或「5左」；最小值為 14k＋
3，初始面向為「1右」或「2右」； 

(4)當 n＝4k＋3時，骰子滾了 k圈又三格，倒數第二格為落單，故最大值為 14k＋
13，骰子的面向可以是「2左」、「3左」、「4左」、「5左」（不可以是 1或 6），最
小值為 14k＋8，骰子的面向可以是「5右」、「4右」、「3右」、「2右」。 

2.  我們發現︰當 m＝1的時候最大值的初始面向與最小值的初始面向恰恰相反︰數
字之和為 7，面向剛好相反(左變右，右變左)。 

（五）2×n的情形：(詳細操作及說明請見附錄(二)) 
1. 當 n＝4k 時，路徑總格數為 4k＋1 格，一定只有一個落單，故最大值 14k＋6，初
始面向「2後」、「3後」、「4後」、「5後」、「2左」、「3左」、「4左」、「5左」、「6任
意」﹔最小值 14k＋1，初始面向「5前」、「4前」、「3前」、「2前」、「5右」、「3右」、
「4右」、「2右」、「1任意」； 

2.  當 n＝4k＋1 時，可以找出有二格落單的路徑，故最大值 14k＋11，初始面向「6
後」、「5後」、「6左」或「5左」﹔最小值 14k＋3，初始面向「1前」、「2前」、「1
右」或「2右」； 

3.  當 n＝4k＋2時，可以找出有二格落單的路徑，最大值 14k＋15，初始面向「6後」、
「5左」、「4後」﹔最小值 14k＋6，初始面向「1右」、「2前」、「3右」； 

4.  當 n＝4k＋3時，可以找出有二格落單的路徑，所以最大值 14k＋11，初始面向「6
左」、「5左」、「4後」或「3左」﹔最小值 14k＋3，初始面向「1右」、「2右」、「3
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右」或「4前」。 
（六）3×n、4×n、5×n、6×n、7×n的詳細操作及說明請見附錄(三)∼(七)。 
（七）8×n的情形： 

1.  8×8的情況：路徑總格數為 8＋8－1＝15格，由於可以找出三格落單的路徑，取
最大值 6、5、4，最小值 1、2、3。又至少有 6 對，所以總和的最大值為 42＋15
＝57，最小值 42＋6＝48。有三格落單的路徑有很多條。 

例如：
O O O O O O O

O

O

O

O

O

此圖的路徑有三格落單，總和為最大值時骰子初始面向可

以是「6後」、「4後」、「5左」；最小值時骰子初始面向可以是「1右」、「3右」、「2
前」。 

---

---

---

---

---

---

---

---

2.  8×9 的情況：路徑總格數為 8＋9－1＝16 格，由於可以找出二格落單的路徑，
取最大值 6、5，最小值 1、2。又至少有 7對，所以總和的最大值為 49＋11＝60，
最小值 49＋3＝52。 

例如：
O O O O O O O

O

O

O

O

O

O

O

此圖的路徑有二格落單，總和為最大值的時候骰子初始

面向可以是「4後」、「3左」；最小值時骰子初始面向可以是「4前」、「3右」。 
3.  8×10的情況：路徑總格數為 8＋10－1＝17格，由於可以找出二格落單的路徑，
取最大值 6、5、4，最小值 1、2、3。又至少有 7對，所以總和的最大值為 49＋15
＝64，最小值 49＋6＝55。 

例如：
O O O O O O O

O

O

O

O

O

O

O

此圖的路徑有三格落單，總和為最大值的時候骰子初始

面向可以是「6 後」、「4 後」、「5 左」；最小值時骰子初始面向可以是「1 右」、「3
右」、「2前」。 

（八）九列 ：9×n 
1.  9×9 的情況：路徑總格數為 9＋9－1＝17 格，由於可以找出二格落單的路徑，
取最大值 6、5、4，最小值 1、2、3。又至少有 7對，所以總和的最大值為 49＋15
＝64，最小值 49＋6＝55。 
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例如：
O O O O O O

O

O

O

O

O

O

OO

此圖的路徑有三格落單，總和為最大值的時候骰子初

始面向可以是「6後」、「4後」、「5左」；最小值時骰子初始面向可以是「1右」、「3
右」、「2前」。 

--- ---

---

--- ---

--- ---

---

2.  9×10的情況：路徑總格數為 9＋10－1＝18格，由於可以找出二格落單的路徑，
取最大值 6、5，最小值 1、2。又至少有 8對，所以總和的最大值為 56＋11＝67，
最小值 56＋3＝59。 

例如：

O

O

O O O O O O O

O

O

O

O

O

O

O

此圖的路徑有二格落單，總和為最大值的時候骰子

初始面向可以是「6左」、「5左」；最小值骰子初始面向可以「1右」、「2右」。 
（九）十列 ：10×n的情形 

1.  10×10 的情況：路徑總格數為 10＋10－1＝19 格，由於可以找出三格落單的情
形，取最大值 6、5、4，最小值 1、2、3。又至少有 8對，故總和的最大值為 56＋
15＝71，最小值 56＋6＝62。 

例如：

O

O

O O O O O O O

O

O

O

O

O

O

O

此圖的路徑有三格落單，總和為最大值時骰子初始

面向可以是「6 後」、「4 後」、「5 左」；最小值時骰子初始面向可以是「1 右」、「3
右」、「2前」。 
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伍、研究結果 
一、由於骰子在點數 6的對面是點數 1，點數 5的對面是點數 2，點數 4的對面是點數 3，
根據對偶原理，落單處的總和最小值＋落單處的總和最大值＝落單的格子數×7。舉
例︰若有二格落單，則落單處的最小值為 1＋2，落單處的最大值為 6＋5，落單處
的總和最小值＋落單處的總和最大值＝1＋2＋6＋5＝2×7＝落單的格子數 7。 ×
二、為了使骰子所經過之路徑得到最大值或最小值，應讓滾動之路徑造成較多個的落

單，如此在落單處填入最大或最小數字即可。有一個落單數時填 6或 1，兩個落單
數時填 6、5或 1、2，有三格落單數時填 6、5、4或 1、2、3。 
三、m和 n分別是 10以下時各種情況所得出的最大值/最小值： 
 

m    n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 6/1 11/3 13/8 14/14 20/15 25/17 27/22 28/28 34/29 39/31 
2 15/6 18/10 20/15 25/17 29/20 32/24 34/29 39/31 43/34 
3 20/15 25/17 29/20 32/24 36/27 39/31 43/34 46/38 
4 29/20 32/24 36/27 39/31 43/34 46/38 50/41 
5 36/27 39/31 43/34 46/38 50/41 53/45 
6 43/34 46/38 50/41 53/45 57/48 
7 50/41 53/45 57/48 60/52 
8 57/48 60/52 64/55 
9 

 
 

 
 

 
 

 
 64/55 67/59 

10  71/62 
四、1 n 的情形：我們以 P× 1(n)表示最大值，以 Q1 (n)表示最小值，可得到下表︰ 

 
（一）仔細分析上表我們發現︰ 

1.P1(n＋1) － P1(n) 依照 5,2,1,6,5,2,1,6,…之規律循環，所以我們可以知道： 
(1) P1(4k－2) － P1(4k－3) ＝ 5  (k為任意自然數) 
(2) P1(4k－1) － P1(4k－2) ＝ 2 
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(3) P1(4k) － P1(4k－1) ＝ 1 
(4) P1(4k＋1) － P1(4k) ＝ 6 

2. Q1(n＋1)－ Q1(n) 依照 2,5,6,1,2,5,6,1,…之規律循環，所以我們可以知道： 
(1) Q1(4k－2) － Q1(4k－3) ＝ 2  (k為任意自然數) 
(2) Q1(4k－1) － Q1(4k－2) ＝ 5 
(3) Q1(4k) － Q1(4k－1) ＝ 6 
(4) Q1(4k＋1) － Q1(4k) ＝ 1 

3. P1 (n) ＋ Q1 (n) ＝ 7n 
4. [P1(n＋1) － P1(n)]＋[ Q1(n＋1)－ Q1(n)]＝7 

（二）接著我們利用上述四點來找出 P1(n)和 Q1(n)的公式。由於 P1(n＋1) － P1(n) 及
Q1(n＋1)－ Q1(n) 的值每四個重複一次，所以分 n＝4k、n＝4k＋1、n＝4k＋2、n＝4k＋3
的情況討論。 

1.n＝4k︰因為骰子正好滾 k 圈，總和必為 14k，所以 （或knQnP 14)()( 11 ==

nnQnP 2
7)()( 11 == ），初始面向不限。 

2.n＝4k＋1︰骰子滾了 k 圈又一格，令這一格為最大值 6 或最小值 1，故

（或614)(1 += knP 6)1(
2
7)(1 +−nnP = ）, 114)(1 += knQ （或 1)1(

2
7)(1 +−= nnQ ），

最大值的初始面向為「6任意」，最小值的初始面向為「1任意」。 
3.n＝4k＋2︰骰子滾了 圈又兩格，令這兩格為最大值 6、5 或最小值 1、2，故

(或

k

1114)(1 += knP 11)2(
2
7(1 +−nnP ) = ), （或314)(1 += knQ 3)2(

2
7)(1 +−= nnQ ）,  

最大值的初始面向為「6左」或「5左」，最小值的初始面向為「1右」或「2右」。 
4.n＝4k＋3︰骰子滾了 k圈又三格，第一、三格配成一對，令第二格為最大值 6或最

小值 1，故 (或1314)(1 = knP + 6)1(
2
767)3(

2
7)(1 +−=++−= nnnP )，

（或

814)(1 += knQ

1)3(
2
7

++−= n 7)(1 nQ ＝ 1)1(
2
7

+−n ）, 最大值的初始面向一定是「2 左」、「3

左」、「4左」、「5左」，最小值的初始面向一定是「5右」、「4右」、「3右」、「2右」。 
五、2 n、3 n、4× × ×n、5 n的情形的詳細分析及說明請見附錄(八) ∼(十一)。 ×
六、對於 其中m 的情形，最大值 與最小值 都有以下規律︰ nm× 5,5 >> n )(nPm )(nQm

（一） －  )1( +nPm )(nPm

1. 當 m，n皆為奇數時，差為 3； 
2. 當 m為奇數，n為偶數時，差為 4； 
3. 當 m為偶數，n為奇數時，差為 4； 
4. 當 m，n皆為偶數時，差為 3。 
（二）Q －Q  )1( +nm )(nm

1. 當 m，n皆為奇數時，差為 4； 
2. 當 m為奇數，n為偶數時，差為 3； 
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3. 當 m為偶數，n為奇數時，差為 3； 
4. 當 m，n皆為偶數時，差為 4。 
（三）由於路徑總共有 n＋m－1格 

1.當 m，n皆為奇數時，路徑有奇數格，取落單數為 3，故成對數有
2

4−+ mn
對 

2.當 m為奇數，n為偶數時，路徑有偶數格，取落單數為 2，故成對數有
2

3−+ mn
對 

3.當 m為偶數，n為奇數時，路徑有偶數格，取落單數為 2，故成對數有
2

3−+ mn
對 

4.當 m，n皆為偶數時，路徑有奇數格，取落單數為 3，故成對數有
2

4−+ mn
對。 

（四）綜合以上三點︰ 
1. 當 m，n皆為奇數時︰ 

(1)最大值 15)4(
2
7)( +−+= mnnPm ＝ 1)(

2
7

++ mn  

(2)最小值 6)4(
2
7)( +−+= mnnmQ ＝ 8)(

2
7

−+ mn  

2. 當 m為奇數，n為偶數時︰ 

(3)最大值 11)3(
2
7)( +−+= mnnPm ＝ 4)1(

2
7

+−+ mn  

(4)最小值 3)3(
2
7)( +−+= mnnmQ ＝ 4)1(

2
7

−−+ mn  

3. 當 m為偶數，n為奇數時︰ 

(5)最大值 11)3(
2
7)( +−+= mnnPm ＝ 4)1(

2
7

+−+ mn  

(6)最小值 3)3(
2
7)( +−+= mnnmQ ＝ 4)1(

2
7

−−+ mn  

5. 4.當 m，n皆為偶數時︰ 

(1)最大值 15)4(
2
7)( +−+= mnnPm ＝ 1)(

2
7

++ mn  

(2)最小值 6)4(
2
7)( +−+= mnnmQ ＝ 8)(

2
7

−+ mn  

（五）我們發現：在 的棋盤上造成最大值和最小值的初始面向之間有對應情形： nm×
1.二格落單的情況： 

(3)當 x為 1,2,5,6時，若最大值的初始面向為「x前」、「x後」、「x左」或「x右」
則最小值對應的初始面向分別為「7－x後」、「7－x前」、「7－x右」或「7－x
左」。 

(4)當 x為 3,4時，若最大值的初始面向為「x前」、「x後」、「x左」、「x右」則最小
值對應的初始面向分別為「x後」、「x前」、「x右」、「x左」。 
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2.三格落單的情況： 
若最大值的初始面向為「x前」、「a後」、「b左」、「c右」則最小值對應的初始
面向分別為「7－x左」、「7－a右」、「7－b前」、「7－c後」。  
 

陸、討論 
一、我們發現路徑格數為奇數時，落單最多只能是三個，路徑格數為偶數時，落單的格

子最多只能是兩個。因為骰子最多只有三對，而且每次選取一對時其它的格子數奇

偶性不變，所以落單的格子數可以是 1個或 3個，0個或 2個等兩種情況，而落單
的數越多，總和越大或越小。推測︰若 n和 m夠大，當 n＋m－1＝4k＋1或 4k＋3
時，我們可以設法找出三格落單的路徑，如此即可找出最大或最小值的路徑。反之，

當 n＋m－1＝4k或 4k＋2時，我們也可以找出兩個落單的路徑，就可以找出最大或
最小值的路徑了。 

 
二、1×n 的情形：因為 所以 P7)34()54()14()34( 1111 =+−+=+−+ kPkPkPkP

)24()44()4()24( 1111 +−+≠−+ kPkPkPkP
1(4k+1)和

P1(4k+3)公式相同，但是 前者為 11，後者
為 3，所以公式不相同。2×n的情況也是如此。 

 
三、m、n皆 3的情況：總結上述的研究結果，我們發現無論當 m、n分別為奇數或偶數，

和Q 的計算公式非常類似，我們可以用以下的公式表示它們： 
≥

)(nPm )(nm

    m×n且 m≤n時， ( ) 17
2

yxnnPm +×
+

= ， ( ) 27
2

yxnnQm +×
+

= ，其中 

          數值 
(m、n)奇偶性       

x y1 y2 

(奇數,奇數) m 1 －8 
(奇數,偶數) m－1 4 －4 
(偶數,奇數) m－1 4 －4 
(偶數,偶數) m 1 －8 

 
四、由於要利用上述公式計算最大值或最小值時，首先要判定 x和 y的值，需要逐一對
照表格找出合適的值代入，似乎有點麻煩。所以我們就想了一個辦法把 x、y簡化︰

令
2

1)1( −−
+=

+nm

mx ；
2

)1(35
1

nm

y
+−×−

= ； ，所以我們可把簡

化的公式代入，得到以下定理： 

nmy +−×−−= )1(262

〔定理一〕：在一個 m×n的方格棋盤中，其中 m,n≥3用手將一顆骰子，從棋盤左
下角沿著棋盤向右或向上翻入相鄰方格而滾動到棋盤的右上角。把這顆骰子和棋盤

接合那面的點數記錄下來算其總和，令 P1(n)和 Q1(n)分別表示其最大值和最小值 
則 
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2
)1(35

2
1)1(

2
7)(

nmnm

m mnnP
++ −×−

+






 −−
++=

 

nm
nm

m mnnQ +
+

−−−






 −−++= )1(26
2

1)1(
2
7)(         (m,n 3) ≥

 
五、最後有關骰子的初始面向的研究結果我們有以下兩個定理 

面

候

兩

以

到

因

因

6
子

右

或

許

「

或

六

（

（

（

由

 
 

 
 〔定理二〕：如定理一的條件下，在骰子滾動的過程中，若骰子出現點數 x，則到
下一次再出現點數 x之間必定要先出現點數 7-x。 
 
 
< 證明 > 
由於在滾動過程中，骰子只能往上或往右走，若一點數 x在目前骰子面向的左面或後
，而想要再經由滾動出現點數 x，則因為骰子只能往右或往上走，所以再滾骰子的時
必須要使點數 x 經過上面，而這時骰子所印在棋盤上的點數為 7-x，所以不可能會有
個相同的點數的格子落單。又骰子成對的數只有三組，故最多只能有三個落單，也可

證明不可能在不經過 7-x的格子下連續出現兩個 x。 

 
 〔定理三〕：如定理一的條件下，不管骰子的初始面向如何，不一定可以找到產
生最大或最小值的路徑。 
 
是否有可能在 m、n 大於某特定的自然數以後，無論一開始骰子如何安放，均可找
產生最大或最小值的路徑？經我們利用暑假期間進一步研究，發現答案是否定的。原

是：造成最大總和的許多路徑中，骰子的初始面向不可能是「1任意」或「2任意」，
為第一格已經是 1或 2，如果要造成點數 6或 5的格子落單的話必須要造成連續兩個
或 5，而前一段已經證明不可能連續出現兩個 6或 5，所以不可能造成點數 6或 5的格
落單。以此類推，骰子的初始面向也不可能是「3 前」、「3 後」、「3 右」、「4 左」、「4
」、「4前」、「5右」、「5前」、「6右」、「6前」上述這些初始面向的前面或右面皆有 1
2，不可能造成最大值，因此不可能是造成總和最大的初始面向。而造成總和最小的
多路徑中骰子的初始面向也不可能是「5任意」、「6任意」、「3前」、「3後」、「3左」、
4後」、「4左」、「4右」、「2左」、「2後」、「1左」、「1後」，上述這些初始面向的前面
右面皆有 6或 5，不可能造成最小值，因此不可能是造成總和最小的初始面向。 

 
、可進一步研究之問題： 
一）若棋盤上有某些格子被阻礙無法使骰子滾過去，是否可以求得極值的規律？ 
二）若有兩顆骰子綁在一起滾，是否可以求得一些極值的規律？ 
三）如果骰子為一個正四面體且棋盤為平行四邊形，是否也可以求得極值的規律？ 
於時間過於短暫，因此目前只探討一顆骰子的情況，其它問題留待以後探討。 
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柒、結論 
一、棋盤大小為 1×n時： 

（一）n＝4k︰ nnQnP 2
7)()( 11 ==  

（二）n＝4k＋1︰ 6)1(
2
7)(1 +−= nnP ， 1)1(

2
7)(1 +−= nnQ  

（三）n＝4k＋2︰ 11)2(
2
7)(1 +−= nnP ， 3)2(

2
7)(1 +−= nnQ  

（四）n＝4k＋3︰ 6)1(
2
7)(1 +−= nnP ， 1)1(

2
7)(1 +−= nnQ  

二、棋盤大小為 2×n時：  

（一）n＝4k︰ 6
2
7)(2 += nnP ， 1

2
7)(2 += nnQ  

（二）n＝4k＋1︰ 11)1(
2
7)(2 +−= nnP ， 3)1(

2
7)(2 +−= nnQ  

（三）n＝4k＋2︰ 15)2(
2
7)(2 +−= nnP ， 6)2(

2
7)(2 +−= nnQ  

（四）n＝4k＋3︰ 11)1(
2
7)(2 +−= nnP ， 3)1(

2
7)(2 +−= nnQ  

三、定理一：在一個 m×n 的方格棋盤中，其中 m,n 3用手將一顆骰子，從棋盤左下角
沿著棋盤向右或向上翻入相鄰方格而滾動到棋盤的右上角。把這顆骰子和棋盤接合那

面的點數記錄下來算其總和，令 P

≥

1(n)和 Q1(n)分別表示其最大值和最小值 
則： 

2
)1(35

2
1)1(

2
7)(

nmnm

m mnnP
++ −×−

+






 −−
++=

 

nm
nm

m mnnQ +
+

−−−






 −−++= )1(26
2

1)1(
2
7)(  

四、定理二：如定理一的條件下，在骰子滾動的過程中，若骰子出現點數 x，則到下一
次再出現點數 x之間必定要先出現點數 7-x。 
五、定理三：如定理一的條件下，不管骰子的初始面向如何，不一定可以找到產生最大

或最小值的路徑。 
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捌、參考資料及其他 
一、八十九年國中盃數學競賽第一次口試第二題試題：將一個正方體的六面邊上 1、2、

3、4、5、6等號碼（如同骰子），相對兩面數字和都是 7。有一 40×40方格棋盤，格
子的大小與前述正方體的每個面的大小相同。現將正方體置於棋盤的左下角，開始向

右上角滾動，每一次滾動都以正方體的一條稜為軸向右或向上翻入相鄰方格（不可向

左或向下）。在正方體翻動的過程中，每經過一個方格，便將正方體與該方格重合面

上的數字印在方格上。試問：在滾完全程後，含左下角及右上角，所有印在格子上的

數字和最多是多少？最少是多少？ 
二、建國中學提供之解答：本題立方體自左下向右上角滾動所印出的數字和與第一個位

置有關而與路徑無關(錯誤)。40×40 的方格棋盤，正方體可以印出 79 個數字，為方
便起見，可以選擇由左下角一直滾到右下角，再由右下角滾到右上角的路徑(錯誤！
此種滾法只能得到 1 個落單的格子)。設第一個為 x 則由左下角到右下角的點數依序
為 

     x        y          （7－x）        （7－y）        x        …      （7－y） 
再由左下角向上滾點數依序為： 

            z        y        7－z        7－y       z        ……         7－z 
其中有 38對 a, 7－a的組合（a＝x , y , z） 
所以總和為 38×（7－a＋a）＋x＋y＋z 
（其中 a＝x , y , z）故其最大值為 38×7＋4＋5＋6＝281 最小值為 38×7＋1＋2＋3＝272 
 
 
建國中學提供之解答不合理之處在於： 
自左下角向右上角滾動所印出的數字和與第一個位置有關而與路徑「也有關」，如建中

提供的例子，照這樣算下去應該只有一個數字落單(共有 39對，最大值 279、最小值 274)，
根據研究結果，有三個數字落單時才有最大值和最小值(如建中給的解答)。我們利用下
圖來證明： 

O

O

O

---

O

O

O

OOOOOO

O

O
 (圖六-1:依照建中的答案給的路徑進行配對後的結果) 

共有 39對 
 
總和最大 279 
總和最小 274 

............

............
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 (圖六-2:答案的路徑) 
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O

O

O

O

O

O

O
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---
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 (圖七-1:正確的路徑配對後的結果) 

1

6

5

2

1

6

6

6 5
2

5

5

2 55
4
1

 (

1

6

2

6
2

5

共有 38對及三
個落單 
總和最大 281 
總和最小 267 

左下角向右數來

第二格為落單，

取最大值 6或最
小值 1 ............

............

............

............

............ ............

........................

三、參考書籍： 
（一）國立編譯館(民 89),  國民中
（二）國立編譯館(民 89),  國民中
（三）國立編譯館(民 89),  國民中
（四）國立編譯館(民 89),  國民中
（五）國立編譯館(民 89),  國民中
（六）孫文先(民 91),  骰子漫談,

 
 
 

轉折處有三個落單

(左為取最大值
6,4 ,5 右為取最小
值 1 ,3,2) 
圖七-2:正確的路徑)  
21

3
1

52 2
5

6 61
 

學數學科教科書一下,  國立編譯館出版 
學數學科教科書二上,  國立編譯館出版 
學數學科教科書二下,  國立編譯館出版 
學數學科教科書三上,  國立編譯館出版 
學數學科教科書三下,  國立編譯館出版 

  九章數學教育基金會 
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評語 
能從一個疑點另尋途徑，建立模型再清晰的根據此數對模型完整的討論問題，終於獲致

滿意的答案，其創意值得嘉許。 

 
 

15


	摘要
	壹、研究動機
	貳、研究目的
	參、研究設備器材
	肆、研究過程或方法
	伍、研究結果
	陸、討論
	柒、結論
	捌、參考資料及其他
	評語

