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葉佩雯是父母給我的名字，目前就讀台北縣立江翠國中一年級。 

人生就是一群偶然的聯集。就因為是偶然，佩雯能在台北縣大同

國小和數學相遇、相知、相戀，甚至於結下終生情緣。也因為是偶然，

佩雯能珍惜著能和數學相處，不論是過去、現在及未來，都會懷念這

一段段遨遊數學學海的時光。 

約瑟夫數列一直是數學科學展覽的名題。很感謝，讓佩雯有機會

從國小就能認識及思考「報數問題」；並解決了 n個數排成一環狀，從

頭開始，殺α(個數)留β(個數)，則倒數第 k個留下的數會是多少？ 

當然，這一段過程中是碰上許多困難和挫折，但是，真的要感謝

家人鼓勵與支持，讓佩雯成長了不少，也讓佩雯能自己有機會自己動

腦筋、思考問題，汲取經驗。 

父母賜與生命，數學賜與生命光采，生命與數學，佩雯都珍惜著。 



 2

約瑟夫數列  目錄 

 

目錄  起始頁 

壹、摘要  3 

    一、英文摘要(Abstract)  3 

    二、中文摘要  4 

貳、前言  5 

    一、研究動機  5 

    二、研究目的  5 

    三、名詞定義  5 

    四、文獻探討  13 

參、研究方法或過程  13 

肆、研究結果與討論  14 

    一、β=1  14 

        (一)、α=1  14 

        (二)、α=2  16 

        (三)、α=3  18 

        (四)、α=g  21 

    二、β=2  22 

        (一)、α=1  22 

        (二)、α=2  24 

        (三)、α=3  26 

        (四)、α=g  29 

    三、β=3  30 

        (一)、α=1  30 

        (二)、α=2  32 

        (三)、α=3  34 

        (四)、α=g  37 

    四、α=g，β=h  38 

    五、m 之探討  39 

    六、第 k 個淘汰與倒數第 k 個留下  40 

    七、可行性分析  42 

伍、結論與應用  43 

陸、參考文獻  44 



 3

約瑟夫數列  

壹、摘要 

一、英文摘要(Abstract) 

 Joseph Sequence is the problem that discussed the situation of eliminating1 and retaining1 in the 
circle formed by n people. 
Joseph Sequence has appeared a number of times in National Elementary School and Middle 
School Science Fair in Taiwan (as shown in the table below).  
Past national science fairs and researches on Joseph Sequence 
Term Group Project name 
39 Elementary school  How does the princess save the prince 
40 Middle school The secret of natural-born winner 
43 High school A narrow escape from death 
44 High school Princess’ decision 
44 High school Survival 
44 Elementary school The successor of the throne 
45 Elementary school Problems unsolved by teachers 
The publications，The Art of Programing，CONCRETE  MATHEMATICS ，by the expert of 
mathematical calculation in the IT industry，Donlad E. Knuth，has provided detailed explanation 
on it. However, all of those only discussed eliminating 1 and retaining β or eliminating α and 
retaining 1. 
 
The researcher proposed “Problems unsolved by teachers” in the national competition, and 
discussed the situation of eliminatingα and retainingβ in the circle formed by n people.  
This study continued the summer project of 2005, and conducted research on the question of when 
is the last kth person eliminated in a circle formed by n people. In the paper, α, β, n and k were 
independent variables and the research process was as follows: 
1. Direct observation: the series shows equal difference in each cycle. 
2. Classification: to search the pattern of the series based on cα,nclassification.  
3. Use the end number of each cycle to obtain the pattern. 
4. Reverse induction: use the equal difference of each cycle to induce when the kth person would 

be eliminated. 
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二、中文摘要 約瑟夫數列 

所謂約瑟夫數列，就是有 n 個數排成一環狀，從頭開始，殺 1(個數)留 1(個數)，求倒數第 k
個留下的數會是多少？ 
約瑟夫數列在台灣的全國中小學科學展覽出現多次（如下表）。 
全國科學展覽與本題類似的作品 
屆數 組別 作品名稱 研究結果 比較 
39 國小組 公主如何救王子 任意 n個人，排成環狀，殺 1

留β，最後留下的位置 
如本題殺 1留
β，k=1 

40 國中組 天生贏家的奧秘―
『傳遞問題』之研
究與探討 

任意 n個人，排成環狀，殺α
留 1及殺α留α，最後留下的
位置 

如本題殺α留
1，k=1 

43 高中組 九死一生 任意 n個人，排成環狀，殺α
留 1及殺α留α，最後留下的
位置 

如本題殺α留
1及殺α留α 
，k=1 

44 高中組 公主的抉擇 任意 n個人，排成環狀，殺 1
留 u-1，最後留下的位置 

如本題殺 1留
β，k=1 

44 高中組 我要活下去 任意 n個人，排成環狀，殺α
留 1及殺α留α，最後留下的
位置 

如本題殺α留
1及殺α留α 
，k=1 

44 國小組 王位繼承人 任意 n個人，排成環狀，報 x
留 y，最後留下的位置 

如本題殺α留
1，k=1 

資訊界演算法大師 Donlad E. Knuth 在其著作 The Art of Programing，CONCRETE 
MATHEMATICS，也針對該數列作詳細的說明。唯，不論是歷屆科學展覽或是大師的著作，

對於該數列，都只是談及殺 1 留β或是殺α留 1。 
筆者則在 2005 年暑假，曾經提交於全國國小組比賽作品「老師無法解決的難題」討論到 n 個

人排成一圈經過殺α留β，最後留下來的情形。 
本研究是將α、β、k 和 n 作為變數，求：當有 n 個數排成一環狀，從頭開始，殺α(個數)
留β(個數)，則倒數第 k 個留下的數會是多少？ 

需符合α、β、k、n 皆=N，且 n7k 

1.直觀觀察:發現在每一個循環中，當 n 等差α時，Aα,β,n,k 則等差α+β、n- Aα,β,n,k 則等差β。 
2.分類:將其分類為 cα,n，使當中有規律可求。 
3.循環觀察:發現每個循環的尾數 n- Aα,β,n,k 都小於β。 
4.循環尾數:設計公式求出每個循環節的尾數 n、留下數 Aα,β,n,k 及 n-Aα,β,n,k。 
5.倒推:由與循環節中有等差的性質，則可以由循環節的尾數，推論出循環節中的任意一數。 
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貳、前言 
ㄧ、研究動機 
    資訊界演算法大師 Donlad E. Knuth 在其著作 The Art of Programing，CONCRETE 
MATHEMATICS，也針對該數列作詳細的說明。唯，不論是歷屆科學展覽或是大師的著作，

對於該數列，都只是談及殺 1 留β或是殺α留 1。而，本研究作者則在 2005 年暑假，提升討

論之水準，以創新的手法（獲台北縣最佳創意獎），討論 n 個人排成一圈經過殺α留β，最後

留下來的情形，提交於全國科展國小組比賽作品「老師無法解決的難題」。 
    筆者在去年全國科展時，看到了一題新竹縣小朋友所做的研究，也是在研究約瑟夫數列

的！他們雖然只做到殺 1 留β，但卻有一項條件是任意第 k 個淘汰，也就因為這樣，使筆者

有了第 k 個的想法。 

 

二、研究目的 

有任意 n 個數排成環狀，從頭開始，殺α留β，求倒數第 k 個留下的數，也可以說是第 n+1-k

個淘汰的數。 

 
三、名詞定義 
本篇的名詞定義如下表 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

符號 用意 定義 
α 殺α留β之中的α α=N 
β 殺α留β之中的β β=N 
n 其中有 n個數排成一環狀 n=N 

k 求 n 個數中，倒數第 k 個留下來
的數，也是第 n+1-k 個淘汰的數。

k
n，k=N 

Aα,β,n,k Aα,β,n,k 設為殺 g留 h，n個數排成

環狀，倒數第 k個留下的數 

 

cα,n 使之分類為α組。 cα,n=mod(n-1,α)+1 

yα,c  設 mod(yα,c-1,α)+1=cα,n 

  其中 yα,c7k>yα,c-α 

F(1)α,β,c,k 求出第一個 Fα,β,c,k 值 
F(1)α,β,c,k = yg,c + ][ 1-

βα k  

b(1)α,β,c,k 求出第一個 bα,β,c,k 值 b(1)α,β,c,k =mod(k-1,β) 

m 由 F(x)α,β,c,k 推展 F(x+1)α,β,c,k， 

由 b(x)α,β,c,k 推展 b(x+1)α,β,c,k 
依據 F(x)α,β,c,k 及 b(x)α,β,c,k 

而做改變 

F(x)α,β,c,k 當殺α留β，n=p 時， 

若(p- Aα,β,p,k)<β: 
設 p 為 Fα,β,c,k 值 

x:第 x 個 Fα,β,c,k 值 

b(x)α,β,c,k 當殺α留β，n=p 時， 

若(p- Aα,β,p,k)<β: 
設(p- Aα,β,p,k)為 bα,β,c,k 值 

x:第 x 個 bα,β,c,k 值 

F(x)α,β,c,k=3(m+1) 
-b(x)α,β,c,k+b(x+1)α,β,c,k 

F(x+1)α,β,c,k=(α+β)(m+1) 
-b(x)α,β,c,k+b(x+1)α,β,c,k  

若 m+1∉N: 
F(x+1)α,β,c,k=F(x)α,β,c,k+3 
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分頁式的名詞定義如下表 

頁碼 符號 表示 定義 意義 

α 1  殺 1 

β 1  留 1 

n n n=N 任意 n個數排成一環狀 

k k (1)k
n (2)k∈N 求倒數第 k個留下來的數 

Aα,β,n,k A1,1,n,k  A1,1,n,k:設為殺 1留 1，n個數排

成環狀，倒數第 k個留下的數 

cα,n c1,n c1,n=mod(n-1,1)+1 (1)使之分類為 1 組。 

(2)不設 c1,n=mod(n,1)的理由 

   是不想使 c1,n=0 

yα,c y1,c 設 mod(y1,c-1,1)+1=c1,n 

  其中 y1,c7k>y1,c-1 
 

F(1)α,β,c,k F(1)1,1,c,k F(1)1,1,c,k =y1,c + ][1 1
1-k  求出第一個 F1,1,c,k 值 

b(1)α,β,c,k b(1)1,1,c,k b(1)1,1,c,k =mod(k-1,1) 求出第一個 b1,1,c,k 值 

m m 依據 F(x)1,1,c,k 及 b(x) 1,1,c,k 

而做改變 

由 F(x) 1,1,c,k 推展 F(x+1) 1,1,c,k，

由 b(x) 1,1,c,k 推展 b(x+1) 1,1,c,k 

14 

F(x)α,β,c,k 

b(x)α,β,c,k 

F(x)1,1,c,k 

b(x)1,1,c,k 

F(x)1,1,c,k=1(m+1) 

   F(x+1)1,1,c,k=(1+1)(m+1) 

若 m+1∉N: 

   F(x+1)1,1,c,k=F(x)1,1,c,k +1 

設 n=p，當(p- A1,1,p,k)=0 時: 

  (1)設 p 為 F1,1,c,k 值 

(2)設(p- Aα,β,p,k)為 b1,1,c,k 值

x:第 x 個 F1,1,c,k 值 

  第 x 個 b1,1,c,k 值 

α 2  殺 2 

β 1  留 1 

n n n=N 任意 n個數排成一環狀 

k k (1)k
n (2) k∈N 求倒數第 k個留下來的數 

Aα,β,n,k A2,1,n,k  A2,1,n,k:設為殺 2留 1，n個數排

成環狀，倒數第 k個留下的數 

cα,n c2,n c2,n=mod(n-1,2)+1 (1)使之分類為 2 組。 

(2)不設 c2,n=mod(n,2)的理由 

   是不想使 c2,n=0 

yα,c y2,c 設 mod(y2,c-1,2)+1=c2,n 

  其中 y2,c7k>y2,c-2 
 

F(1)α,β,c,k F(1)2,1,c,k F(1)2,1,c,k =y2,c+ ][2 1
1-k  求出第一個 F2,1,c,k 值 

b(1)α,β,c,k b(1)2,1,c,k b(1)2,1,c,k =mod(k-1,1) 求出第一個 b2,1,c,k 值 

m m 依據 F(x)2,1,c,k 及 b(x) 2,1,c,k 

而做改變 

由 F(x) 2,1,c,k 推展 F(x+1) 2,1,c,k，

由 b(x) 2,1,c,k 推展 b(x+1) 2,1,c,k 

16 

F(x)α,β,c,k 

b(x)α,β,c,k 

F(x)2,1,c,k 

b(x)2,1,c,k 

   F(x)2,1,c,k=1(m+1) 

   F(x+1)2,1,c,k=(2+1)(m+1) 

設 n=p，當(p- A2,1,p,k)=0 時: 

  (1)設 p 為 F2,1,c,k 值 
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 若 m+1∉N: 

   F(x+1)2,1,c,k=F(x)2,1,c,k+2 

(2)設(p- A2,1,p,k)為 b2,1,c,k 值 

x:第 x 個 F2,1,c,k 值 

  第 x 個 b2,1,c,k 值 

α 3  殺 3 

β 1  留 1 

n n n=N 任意 n個數排成一環狀 

k k (1)k
n (2)k∈N 求倒數第 k個留下來的數 

Aα,β,n,k A3,1,n,k  A3,1,n,k:設為殺 3留 1，n個數排

成環狀，倒數第 k個留下的數 

cα,n c3,n c3,n =mod(n-1,3)+1 (1)使之分類為 3 組。 

(2)不設 c3,n=mod(n,3)的理由 

   是不想使 c3,n=0 

yα,c y3,c 設 mod(y3,c-1,3)+1=c3,n 

  其中 y3,c7k>y3,c-3 
 

F(1)α,β,c,k F(1)3,1,c,k F(1)3,1,c,k =y3,c+ ][3 1
1-k  求出第一個 F3,1,c,k 值 

b(1)α,β,c,k b(1)3,1,c,k b(1)3,1,c,k =mod(k-1,1) 求出第一個 b3,1,c,k 值 

m m 依據 F(x)3,1,c,k 及 b(x) 3,1,c,k 

而做改變 

由 F(x) 3,1,c,k 推展 F(x+1) 3,1,c,k，

由 b(x) 3,1,c,k 推展 b(x+1) 3,1,c,k 

18 

F(x)α,β,c,k 

b(x)α,β,c,k 

F(x)3,1,c,k 

b(x)3,1,c,k 

   F(x)3,1,c,k=1(m+1) 

   F(x+1)3,1,c,k= (3+1)(m+1) 

若 m+1∉N: 

   F(x+1)3,1,c,k=F(x)3,1,c,k+3 

設 n=p，當(p- A3,1,p,k)=0 時: 

  (1)設 p 為 F3,1,c,k 值 

(2)設(p- A3,1,p,k)為 b3,1,c,k 值 

x:第 x 個 F3,1,c,k 值 

  第 x 個 b3,1,c,k 值 

α g g=N 殺 g 
β 1  留 1 

n n n=N 任意 n個數排成一環狀 

k k (1)k
n (2)k∈N 求倒數第 k個留下來的數 

Aα,β,n,k Ag,1,n,k  Ag,1,n,k:設為殺 g留 1，n個數排

成環狀，倒數第 k個留下的數 

cα,n cg,n cg,n=mod(n-1, g)+1 (1)使之分類為 g 組。 

(2)不設 cg,n=mod(n,g)的理由 

   是不想使 cg,n=0 

yα,c yg,c 設 mod(yg,c-1,g)+1=cg,n 

  其中 yg,c7k>yg,c-g 
 

F(1)α,β,c,k F(1) g,1,c,k F(1)g,1,c,k =yg,c+ ][g 1
1-k  求出第一個 Fg,1,c,k 值 

b(1)α,β,c,k b(1) g,1,c,k b(1)g,1,c,k =mod(k-1,1) 求出第一個 bg,1,c,k 值 

m m 依據 F(x)g,1,c,k 及 b(x)g,1,c,k 

而做改變 

由 F(x) g,1,c,k 推展 F(x+1) g,1,c,k，

由 b(x) g,1,c,k 推展 b(x+1)g,1,c,k 

21 

F(x)α,β,c,k F(x) g,1,c,k F(x)g,1,c,k=1(m+1) 設 n=p，當(p- Ag,1,p,k)=0 時: 
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 b(x)α,β,c,k b(x) g,1,c,k F(x+1)g,1,c,k=(g+1)(m+1)  

若 m+1∉N: 

F(x+1)g,1,c,k=F(x)g,1,c,k+g 
 

  (1)設 p 為 Fg,1,c,k 值 

(2)設(p- Ag,1,p,k)為 bg,1,c,k 值 

x:第 x 個 Fg,1,c,k 值 

  第 x 個 bg,1,c,k 值 

α 1  殺 1 

β 2  留 2 

n n n=N 任意 n個數排成一環狀 

k k (1)k
n (2)k∈N 求倒數第 k個留下來的數 

Aα,β,n,k A1,2,n,k  A1,2,n,k:設為殺 1留 2，n個數排

成環狀，倒數第 k個留下的數 

cα,n c1,n c1,n=mod(n-1,1)+1 (1)使之分類為 1 組。 

(2)不設 c1,n=mod(n,1)的理由 

   是不想使 c1,n=0 

yα,c y1,c 設 mod(y1,c-1,1)+1=c1,n 

  其中 y1,c7k>y1,c-1 
 

F(1)α,β,c,k F(1)1,2,c,k F(1)1,2,c,k =y1,c+ ][1 2
1-k  求出第一個 F1,2,c,k 值 

b(1)α,β,c,k b(1)1,2,c,k b(1)1,2,c,k =mod(k-1,2) 求出第一個 b1,2,c,k 值 

m m 依據 F(x)1,2,c,k 及 b(x) 1,1,c,k 

而做改變 

由 F(x) 1,2,c,k 推展 F(x+1) 1,2,c,k，

由 b(x) 1,2,c,k 推展 b(x+1) 1,2,c,k 

22 

F(x)α,β,c,k 

b(x)α,β,c,k 

F(x)1,2,c,k 

b(x)1,2,c,k 

F(x)1,2,c,k=2(m+1) 
-b(x)1,2,c,k+b(x+1)1,2,c,k 

F(x+1)1,2,c,k=(1+2)(m+1) 

-b(x)1,2,c,k+b(x+1)1,2,c,k 
若 m+1∉N: 

F(x+1)1,2,c,k=F(x)1,2,c,k+1 

設 n=p，當(p- A1,2,p,k)<2 時: 

  (1)設 p 為 F1,2,c,k 值 

(2)設(p- A1,2,p,k)為 b1,2,c,k 值 

x:第 x 個 F1,2,c,k 值 

  第 x 個 b1,2,c,k 值 

α 2  殺 2 

β 2  留 2 

n n n=N 任意 n個數排成一環狀 

k k (1)k
n (2)k∈N 求倒數第 k個留下來的數 

Aα,β,n,k A2,2,n,k  A2,2,n,k:設為殺 2留 2，n個數排

成環狀，倒數第 k個留下的數 

cα,n c2,n c2,n=mod(n-1,2)+1 (1)使之分類為 2。 

(2) 不設 c2,n=mod(n,2)的理由

   是不想使 c2,n=0 

yα,c y2,c 設 mod(y2,c-1,2)+1=c2,n  

  其中 y2,c7k>y2,c-2 
 

F(1)α,β,c,k F(1)2,2,c,k F(1)2,2,c,k =y2,c+ ][2 2
1-k  求出第一個 F2,2,c,k 值 

b(1)α,β,c,k b(1)2,2,c,k b(1)2,2,c,k =mod(k-1,2) 求出第一個 b2,2,c,k 值 

24 

m m 依據 F(x)2,2,c,k 及 b(x) 2,2,c,k 由 F(x) 2,2,c,k 推展 F(x+1) 2,2,c,k，
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而做改變 由 b(x) 2,2,c,k 推展 b(x+1) 2,2,c,k  

F(x)α,β,c,k 

b(x)α,β,c,k 

F(x)2,2,c,k 

b(x)2,2,c,k 

F(x)2,2,c,k=2(m+1) 
-b(x)2,2,c,k+b(x+1)2,2,c,k 

F(x+1)2,2,c,k=(2+2)(m+1) 

-b(x)2,2,c,k+b(x+1)2,2,c,k 
若 m+1∉N: 

F(x+1)2,2,c,k=F(x)2,2,c,k+2 

設 n=p，當(p- A2,2,p,k)<2 時: 

  (1)設 p 為 F2,2,c,k 值 

(2)設(p- A2,2,p,k)為 b2,2,c,k 值 

x:第 x 個 F2,2,c,k 值 

  第 x 個 b2,2,c,k 值 

α 3  殺 3 

β 2  留 2 

n n n=N 任意 n個數排成一環狀 

k k (1)k
n (2)k∈N 求倒數第 k個留下來的數 

Aα,β,n,k A3,2,n,k  A3,2,n,k:設為殺 3留 2，n個數排

成環狀，倒數第 k個留下的數 

cα,n c3,n c3,n=mod(n-1,3)+1 (1)使之分類為 3 組。 

(2)不設 c3,n=mod(n,3)的理由 

   是不想使 c3,n=0 

yα,c y3,c 設 mod(y3,c-1,3)+1=c3,n 

  其中 y3,c7k>y3,c-3 
 

F(1)α,β,c,k F(1)3,2,c,k F(1)3,2,c,k =y3,c+ ][3 2
1-k  求出第一個 F3,2,c,k 值 

b(1)α,β,c,k b(1)3,2,c,k b(1)3,2,c,k =mod(k-1,2) 求出第一個 b3,2,c,k 值 

m m 依據 F(x)3,2,c,k 及 b(x) 3,2,c,k 

而做改變 

由 F(x) 3,2,c,k 推展 F(x+1) 3,2,c,k，

由 b(x) 3,2,c,k 推展 b(x+1) 3,2,c,k 

26 

F(x)α,β,c,k 

b(x)α,β,c,k 

F(x)3,2,c,k 

b(x)3,2,c,k 

F(x)3,2,c,k=2(m+1) 
-b(x)3,2,c,k+b(x+1)3,2,c,k 

F(x+1)2,2,c,k=(3+2)(m+1) 

-b(x)3,2,c,k+b(x+1)3,2,c,k 
若 m+1∉N: 

F(x+1)3,2,c,k=F(x)3,2,c,k+3 

設 n=p，當(p- A3,2,p,k)<2 時: 

  (1)設 p 為 F3,2,c,k 值 

(2)設(p- A3,2,p,k)為 b3,2,c,k 值 

x:第 x 個 F3,2,c,k 值 

  第 x 個 b3,2,c,k 值 

α g g=N 殺 g 
β 2  留 2 

n n n=N 任意 n個數排成一環狀 

k k (1)k
n (2)k∈N 求倒數第 k個留下來的數 

Aα,β,n,k Ag,2,n,k  Ag,2,n,k:設為殺 g留 2，n個數排

成環狀，倒數第 k個留下的數 

cα,n cg,n cg,n=mod(n-1,g)+1 (1)使之分類為 g 組。 

(2)不設 cg,n=mod(n, g)的理由 

   是不想使 cg,n=0 

29 

yα,c yg,c 設 mod(yg,c-1,g)+1=cg,n 

  其中 yg,c7k>yg,c-g 
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F(1)α,β,c,k F(1) g,2,c,k F(1) g,2,c,k =yg,c+ ][g 2
1-k  求出第一個 Fg,2,c,k 值 

b(1)α,β,c,k b(1) g,2,c,k b(1) g,2,c,k =mod(k-1,2) 求出第一個 bg,2,c,k 值 

m m 依據 F(x) g,2,c,k 及 b(x) g,2,c,k 

而做改變 

由 F(x) g,2,c,k 推展 F(x+1) g,2,c,k，

由 b(x) g,2,c,k 推展 b(x+1) g,2,c,k 

 

F(x)α,β,c,k 

b(x)α,β,c,k 

F(x) g,2,c,k 

b(x) g,2,c,k 

F(x) g,2,c,k=2(m+1) 
-b(x) g,2,c,k+b(x+1) g,2,c,k

F(x+1) g,2,c,k=(g+2)(m+1) 

-b(x) g,2,c,k+b(x+1) g,2,c,k 
若 m+1∉N: 

F(x+1) g,2,c,k=F(x) g,2,c,k+g 

設 n=p，當(p- Ag,2,p,k)<2 時: 

  (1)設 p 為 Fg,2,c,k 值 

(2)設(p- Ag,2,p,k)為 bg,2,c,k 值 

x:第 x 個 Fg,2,c,k 值 

  第 x 個 bg,2,c,k 值 

α 1  殺 1 

β 3  留 3 

n n n=N 任意 n個數排成一環狀 

k k (1)k
n (2)k∈N 求倒數第 k個留下來的數 

Aα,β,n,k A1,3,n,k  A1,3,n,k:設為殺 1留 3，n個數排

成環狀，倒數第 k個留下的數 

cα,n c1,n C1,n=mod(n-1,1)+1 (1)使之分類為 1 組。 

(2)不設 c1,n=mod(n,1)的理由 

   是不想使 c1,n=0 

yα,c y1,c 設 mod(y1,c-1,1)+1=c1,n 

  其中 y1,c7k>y1,c-1 
 

F(1)α,β,c,k F(1)1,3,c,k F(1)1,3,c,k =y1,c+ ][1 3
1-k  求出第一個 F1,3,c,k 值 

b(1)α,β,c,k b(1)1,3,c,k b(1)1,3,c,k =mod(k-1,3) 求出第一個 b1,3,c,k 值 

m m 依據 F(x)1,3,c,k 及 b(x) 1,3,c,k 

而做改變 

由 F(x) 1,3,c,k 推展 F(x+1) 1,3,c,k，

由 b(x) 1,3,c,k 推展 b(x+1) 1,3,c,k 

30 

F(x)α,β,c,k 

b(x)α,β,c,k 

F(x)1,3,c,k 

b(x)1,3,c,k 

F(x)1,3,c,k=3(m+1) 
-b(x)1,3,c,k+b(x+1)1,3,c,k 

F(x+1)1,3,c,k=(1+3)(m+1) 

-b(x)1,3,c,k+b(x+1)1,3,c,k 
若 m+1∉N: 

F(x+1)1,3,c,k=F(x)1,3,c,k+1 

設 n=p，當(p- A1,3,p,k)<3 時: 

  (1)設 p 為 F1,3,c,k 值 

(2)設(p- A1,3,p,k)為 b1,3,c,k 值 

x:第 x 個 F1,3,c,k 值 

  第 x 個 b1,3,c,k 值 

α 2  殺 2 

β 3  留 3 

n n n=N 任意 n個數排成一環狀 

k k (1)k
n (2)k∈N 求倒數第 k個留下來的數 

32 

Aα,β,n,k A2,3,n,k  A2,3,n,k:設為殺 2留 3，n個數排

成環狀，倒數第 k個留下的數 
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cα,n c2,n c2,n=mod(n-1,2)+1 (1)使之分類為 2 組。 

(2)不設 c2,n=mod(n,2)的理由 

   是不想使 c2,n=0 

yα,c y2,c 設 mod(y2,c-1,2)+1=c2,n 

  其中 y2,c7k>y2,c-2 
 

F(1)α,β,c,k F(1)2,3,c,k F(1)2,3,c,k =y2,c+ ][2 3
1-k  求出第一個 F2,3,c,k 值 

b(1)α,β,c,k b(1)2,3,c,k b(1)2,3,c,k =mod(k-1,3) 求出第一個 b2,3,c,k 值 

m m 依據 F(x)2,3,c,k 及 b(x) 2,3,c,k 

而做改變 

由 F(x) 2,3,c,k 推展 F(x+1) 2,3,c,k，

由 b(x) 2,3,c,k 推展 b(x+1) 2,3,c,k 

 

F(x)α,β,c,k 

b(x)α,β,c,k 

F(x)2,3,c,k 

b(x)2,3,c,k 

F(x)2,3,c,k=3(m+1) 
-b(x)2,3,c,k+b(x+1)2,3,c,k 

F(x+1)2,3,c,k=(2+3)(m+1) 

-b(x)2,3,c,k+b(x+1)2,3,c,k 
若 m+1∉N: 

F(x+1)2,3,c,k=F(x)2,3,c,k+2 

設 n=p，當(p- A2,3,p,k)<3 時: 

  (1)設 p 為 F2,3,c,k 值 

(2)設(p- A2,3,p,k)為 b2,3,c,k 值 

x:第 x 個 F2,3,c,k 值 

  第 x 個 b2,3,c,k 值 

α 3  殺 3 

β 3  留 3 

n n n=N 任意 n個數排成一環狀 

k k (1)k
n (2)k∈N 求倒數第 k個留下來的數 

Aα,β,n,k A3,3,n,k  A3,3,n,k:設為殺 3留 3，n個數排

成環狀，倒數第 k個留下的數 

cα,n c3,n c3,n=mod(n-1,3)+1 (1)使之分類為 3 組。 

(2)不設 c3,n=mod(n,3)的理由 

   是不想使 c3,n=0 

yα,c y3,c 設 mod(y3,c-1,3)+1=c3,n 

  其中 y3,c7k>y3,c-3 
 

F(1)α,β,c,k F(1)3,3,c,k F(1)3,3,c,k =y3,c+ ][3 3
1-k  求出第一個 F3,3,c,k 值 

b(1)α,β,c,k b(1)3,3,c,k b(1)3,3,c,k =mod(k-1,3) 求出第一個 b3,3,c,k 值 

m m 依據 F(x)3,3,c,k 及 b(x) 3,3,c,k 

而做改變 

由 F(x) 3,3,c,k 推展 F(x+1) 3,3,c,k，

由 b(x) 3,3,c,k 推展 b(x+1) 3,3,c,k 

34 

F(x)α,β,c,k 

b(x)α,β,c,k 

F(x)3,3,c,k 

b(x)3,3,c,k 

F(x)3,3,c,k=3(m+1) 
-b(x)3,3,c,k+b(x+1)3,3,c,k 

F(x+1)3,3,c,k=(3+3)(m+1) 

-b(x)3,3,c,k+b(x+1)3,3,c,k 
若 m+1∉N: 

F(x+1)3,3,c,k=F(x)3,3,c,k+3 

設 n=p，當(p- A3,3,p,k)<3 時: 

  (1)設 p 為 F3,3,c,k 值 

(2)設(p- A3,3,p,k)為 b3,3,c,k 值 

x:第 x 個 F3,3,c,k 值 

  第 x 個 b3,3,c,k 值 

α g g=N 殺 g 
β 3  留 3 

37 

n n n=N 任意 n個數排成一環狀 
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k k (1)k
n (2)k∈N 求倒數第 k個留下來的數 

Aα,β,n,k Ag,3,n,k  Ag,3,n,k:設為殺 g留 3，n個數排

成環狀，倒數第 k個留下的數 

cα,n cg,n cg,n=mod(n-1,g)+1 (1)使之分類為 g 組。 

(2)不設 cg,n=mod(n, g)的理由 

   是不想使 cg,n=0 

yα,c yg,c 設 mod(yg,c-1,g)+1=cg,n 

  其中 yg,c7k>yg,c-g 
 

F(1)α,β,c,k F(1) g,3,c,k F(1) g,3,c,k =yg,c+ ][g 3
1-k  求出第一個 Fg,3,c,k 值 

b(1)α,β,c,k b(1) g,3,c,k b(1) g,3,c,k =mod(k-1,3) 求出第一個 bg,3,c,k 值 

m m 依據 F(x) g,3,c,k 及 b(x) g,3,c,k 

而做改變 

由 F(x) g,3,c,k 推展 F(x+1) g,3,c,k，

由 b(x) g,3,c,k 推展 b(x+1) g,3,c,k 

 

F(x)α,β,c,k 

b(x)α,β,c,k 

F(x) g,3,c,k 

b(x) g,3,c,k 

F(x) g,3,c,k=3(m+1) 
-b(x) g,3,c,k+b(x+1) g,3,c,k

F(x+1) g,3,c,k=(g+3)(m+1) 

-b(x) g,3,c,k+b(x+1) g,3,c,k 
若 m+1∉N: 

F(x+1) g,3,c,k=F(x) g,3,c,k+g 

設 n=p，當(p- Ag,3,p,k)<3 時: 

  (1)設 p 為 Fg,3,c,k 值 

(2)設(p- Ag,3,p,k)為 bg,3,c,k 值 

x:第 x 個 Fg,3,c,k 值 

  第 x 個 bg,3,c,k 值 

α g g=N 殺 g 
β h h=N 留 h 

n n n=N 任意 n個數排成一環狀 

k k (1)k
n (2)k∈N 求倒數第 k個留下來的數 

Aα,β,n,k Ag,h,n,k  Ag,h,n,k:設為殺 g留 h，n個數排

成環狀，倒數第 k個留下的數 

cα,n cg,n cg,n=mod(n-1,g)+1 (1)使之分類為 g 組。 

(2)不設 cg,n=mod(n,g)的理由 

   是不想使 cg,n=0 

yα,c yg,c 設 mod(yg,c-1,g)+1=cg,n 

  其中 yg,c7k>yg,c-g 
 

F(1)α,β,c,k F(1) g,h,c,k F(1) g,h,c,k =yg,c+ ][g h
1-k  求出第一個 Fg,h,c,k 值 

b(1)α,β,c,k b(1) g,h,c,k b(1) g,h,c,k =mod(k-1,h) 求出第一個 bg,h,c,k 值 

m m 依據 F(x) g,h,c,k 及 b(x) g,h,c,k 

而做改變 

由 F(x) g,h,c,k 推展 F(x+1) g,h,c,k，

由 b(x) g,h,c,k 推展 b(x+1) g,h,c,k 

38 

F(x)α,β,c,k 

b(x)α,β,c,k 

F(x) g,h,c,k 

b(x) g,h,c,k 

F(x) g,h,c,k=h(m+1) 
-b(x) g,h,c,k+b(x+1) g,h,c,k

F(x+1) g,h,c,k=(g+h)(m+1) 

-b(x) g,h,c,k+b(x+1) g,h,c,k 
若 m+1∉N: 

F(x+1) g,h,c,k=F(x) g,h,c,k+g 

設 n=p，當(p- Ag,h,p,k)<h 時: 

  (1)設 p 為 Fg,h,c,k 值 

(2)設(p- Ag,h,p,k)為 bg,h,c,k 值 

x:第 x 個 Fg,h,c,k 值 

  第 x 個 bg,h,c,k 值 
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四、文獻探討 

(一)、老師無法解決的難題重要結論 

殺 g 留 h 公式表，最後一個留下的數字 

 

 

 

 

 

(二)、F 值與 b值討論 

特別討論 F 值及 b 值的原因是,要知道每一個循環節的末數及末數的 b 值,才可以推算出,有 n

個數排成環狀,最後留下的數是多少.只要 F 值或 b 值一出來,答案就會跟著對.。 

 

α值為 g，β值為 h時的推理 

 

 

參、研究方法或過程 
一、殺 1留 1、殺 2留 1、殺 3留 1，推算至殺α留 1倒數第 k個留下的數 
二、殺 1留 2、殺 2留 2、殺 3留 2，推算至殺α留 2倒數第 k個留下的數 
三、殺 1留 3、殺 2留 3、殺 3留 3，推算至殺α留 3倒數第 k個留下的數 
四、最後推算至殺α留β倒數第 k個留下的數  

α值 β值 分類 公式 備註 
g h cg,n )h( )1,,(

g
nxhgFbn −+×+−  F(g,h,x+1)7n> F(g,h,x) 

α值 β值 分類 演算過程 

g h 　 cg,n F(g,h,x)+ g+gm-t=g+h-b(x)+(g+h)m 

F(g,h,x)=h-b(x)+b(x+1)+hm 

=h(m+1)-b(x)+b(x+1) 

F(g,h,x+1)=h(m+1)-b(x)+b(x+1)+g+gm 

=(g+h)(m+1)-b(x)+b(x+1) 
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肆、研究結果與討論 
一、β=1 

（一）α=1 

當殺 1留 1時,c1,n=1 情況如表一 
表一、殺 1留 1(c1,n=1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

S其中:塗綠色表示 k=1~c1,n 值數字， 
塗黃色表示 mod(k-1,1)+1=1 

 

 

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
1 10               
2 20 11              
3 21 30 12             
4 40 22 31 13            
5 23 41 50 32 14           
6 42 60 24 51 33 15          
7 61 25 43 70 52 34 16         
8 80 44 62 26 71 53 35 17        
9 27 63 81 45 90 72 54 36 18       
10 46 82 100 64 28 91 73 55 37 19      
11 65 101 29 83 47 110 92 74 56 38 110     
12 84 120 48 102 66 210 111 93 75 57 39 111    
13 103 211 67 121 85 49 130 112 94 76 58 310 112   
14 122 410 86 140 104 68 212 131 113 95 77 59 311 113  
15 141 69 105 213 123 87 410 150 132 114 96 78 510 312 114 
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α=1，β=1 
n+1 1 1+1 1+2 1+3 ... 1+n-1 1+n 

n  n-1+10 1 2 ... n-1-1 n-1 

A(1,1,n+1,k) 

-A(1,1,n,k) 
 1+1-(n-1+1) 

=1+1 
(1+2)-1
=1+1 

(1+3)-2
=1+1 

... (1+n-1)-(n-1-1) 
=1+1 

(1+n)-(n-1)
=1+1 

1.(1)將 n+1 個數中先殺掉 1，剩下數有 n個(n+1-1)個。(1) 

(2)由於 n+1 個數中已經殺掉 1，再下就是留 1 ； 但是 n個數中是殺 1。   

     為了讓 n個數 與 n+1 個數中再來都是留 1，所以將 n個數中從後面  

     搬 h 個數往前補(也就是數字 n前補)  

(3)如此 n個數與 n+1 個數中都是留 1，n個數與 n+1 個數中的殺和留相對  

2.(1)若 A(1,1,n,k)≠n : A(1,1,n+1,k)-A(1,1,n,k)=1+1　[n+1-(1+1)-n]-( n-n)=-1-0=-1 

 (2-1)若 A(1,1,n,k)＝n : n 為 F(1,1,c,k)值，且 n-n=0   ∴b(1,1,c,k)=0  

(2-2)b(x)(1,1,c,k)+F(x)(1,1,c,k)+1=1+1+0   ∴b(x)(1,1,c,k)+F(x)(1,1,c,k)+1=1+1 

3.設 k=s，mod(s-1,1)+1=c(1,n) 

  而且 mod(n-1,g)+1=c(1,n)，所以第一個數會落在 n=s 
 

 
 
由上表推論: 

   (1)當 k=s 時，第一個數會落在 n=s，筆者將此 s設為 y(1,c)， 因此推論 y(1,c)值公式: 

       設 mod(y(1,c)-1,1)+1=c(1,n)；其中 y(1,c)≧k>y(1,c)-1  

    (2)由 s-A(1,1,s,k)=k-1 的條件和 n與 n+1 之間的關係推論至 F(1)(1,1,c,k)及 b(1)(1,1,c,k)值: 

        F(1)(1,1,c,k)=y(1,c)+ ][1 1
1-k  

        b(1)(1,1,c,k)=mod(k-1,1)  

4.F(x)(1,1,c,k)演算過程如下: 
  F(x) (1,1,c,k)+1m=(1+1)m 

  F(x) (1,1,c,k)=1m=m 

  F(x+1) (1,1,c,k)=1m+1m=(1+1)m 

  因此得結論: 

  F(x) (1,1,c,k)=m  

  F(x+1) (1,1,c,k)=(1+1)m 

其中: 

若 m<1，表示 F(x) (1,1,c,k)+1<1+1， 

此時(F(x) (1,1,c,k)+g)-A(1,1,F(x)+1,k)<1  ∴F(x)(1,1,c,k)+g 為 F 值  

    ∴若 m<1，則 F(x+1)(1,1,c,k)=F(x)(1,1,c,k) 
5.由 n 與 n+1 之間的關係和 F(x)(1,1,c,k)與 F(x+1)(1,1,c,k)之間的關係，推展下列公式 

     
 

                
 
其中:設 F(x+1)(1,1,c,k)7n>F(x)(1,1,c,k)          

 
                  ※各項符號請詳見 p.6 

A(1,1,n,k) =(1+1) 1
x)(F-n k)c,(1,1,

-b(x)(1,1,c,k)  

 = )10( 1
n)1x(F k)c,(1,1, −++−n    

k=s 為第 1個淘汰(A1,1,s,s=1)，s-A1,2,s,s=s-1=k-1 
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（二）α=2 

當殺 2留 1時,c2,n=1 情況如表二,c2,n=2 情況如表三 
表二、殺 2留 1(c2,n=1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

表三、殺 2留 1(c2,n=2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

S其中:塗綠色表示 k=1~c2,n 值數字， 
塗黃色表示 mod(k-1,2)+1=1 
塗橘色表示 mod(k-1,2)+1=2 

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
1 10           
3 30 21 12         
5 32 50 41 23 14       
7 61 34 70 52 43 25 16     
9 90 63 36 81 72 54 45 27 18   
11 38 92 65 110 101 83 74 56 47 29 110 

13 67 121 94 310 130 112 103 85 76 58 ... 
15 96 150 123 69 312 141 132 114 105 87 ... 
17 125 314 152 98 611 170 161 143 134 116 ... 
19 154 613 181 127 910 316 190 172 163 145 ... 
21 183 912 210 156 129 615 318 201 192 174 ... 
23 212 1211 320 185 158 914 617 230 221 203 ... 
25 241 1510 619 214 187 1213 916 322 250 232 ... 
27 270 189 918 243 216 1512 1215 621 324 261 ... 

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
2 20 11          
4 31 40 22 13        
6 60 33 51 42 24 15      
8 35 62 80 71 53 44 26 17    
10 64 91 37 100 82 73 55 46 28 19  
12 93 120 66 39 111 102 84 75 57 48 ... 
14 122 311 95 68 140 131 113 104 86 77 ... 
16 151 610 124 97 313 160 142 133 115 106 ... 
18 180 99 153 126 612 315 171 162 144 135 ... 
20 317 128 182 155 911 614 200 191 173 164 ... 
22 616 157 211 184 1210 913 319 220 202 193 ... 
24 915 186 240 213 159 1212 618 321 231 222 ... 
26 1214 215 323 242 188 1511 917 620 260 251 ... 
28 1513 244 622 271 217 1810 1216 919 325 280 ... 
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α=2，β=1 

1.(1)將 n+2 個數中先殺掉 2，剩下數有 n個(n+2-2 個)。 

(2)由於 n+2 個數中已經殺掉 2，再下就是留 1 ； 但是 n個數中是殺 2。   

     為了讓 n個數與 n+2 個數中再來都是留 1，所以將 n個數中從後面  

     搬 1 個數往前補(也就是數字 n前補)  

(3)如此 n個數與 n+2 個數中都是留 1，n個數與 n+2 個數中的殺和留相對  

2.(1)若 A(2,1,n,k)≠n : A(2,1,n+g,k)-A(2,1,n,k)=2+1t[n+2-(2+1)-n]-(n-n)=-1 

(2-1)若 A(2,1,n,k)＝n : n 為 F(2,1,c,k)值，且 n-n=0   ∴b(2,1,c,k)<1  

(2-2) b(x)(2,1,c,k)+F(x)(2,1,c,k)+2=2+1+0   ∴b(x)(2,1,c,k)+F(x)(2,1,c,k)+2=2+1  

3.設 k=s，mod(s-1,2)+1=c(2,n) 

  則 k=s-1，mod(s-2,2)+1≠c(2,n) 

  但是 mod(n-1,2)+1=c(2,n)，所以當 k=s-1~s，第一個數會落在 n=s 

 

 

 

  由上推論: 

   (1)當 k=s-1~s 時，第一個數會落在 n=s，筆者將 s設為 y(2,c)， 因此推論 y(2,c)值公式: 

       設 mod(y(2,c)-1,2)+1=c(2,n)；其中 y(2,c)≧k>y(2,c)-2  

    (2)由 s-A(2,1,s,s)~s-A(2,1,s,s-g+1)=k-1 的條件推論至 F(1)(2,1,c,k)及 b(1)(2,1,c,k)值: 

        F(1)(2,1,c,k) =y(2,c)+ ][2 1
1-k  

        b(1)(2,1,c,k)=mod(k-1,2)  

4.F(x)(2,1,c,k) 及 b(x)(2,1,c,k)演算過程如下: 

  F(x)(2,1,c,k)+2m=(2+1)m 

  F(x)(g,1,c,k)=1m 

  F(x+1)(g,1,c,k)=1m+2m=(2+1)m 

  因此得結論: 

  F(x)(2,1,c,k)=1m 

  F(x+1)(2,1,c,k)=(2+1)m 

其中:若 m<1，表示 F(x) (2,1,c,k)+2<2+1， 

   此時(F(x) (2,1,c,k)+2)-A(2,1,F(x)+2,k)<1  ∴F(x)(2,1,c,k)+2 為 F 值  

       ∴若 m<1，則 F(x+1)(2,1,c,k)=F(x)(2,1,c,k)+2 

5.由 n 與 n+2 之間的關係和 F(x)(2,1,c,k)與 F(x+1)(2,1,c,k)之間的關係，推展下列公式 
              
 
 

 

其中:F(x+1)(2,1,c,k)7n>F(x)(2,1,c,k) 

                   ※各項符號請詳見 p.6 

n+2 1 2 2+1 2+2 ... 2+n-1 2+n 

n   n0 1 ... n-2 n-1 

A(2,1,n+2,k) 

-A(2,1,n,k) 

  (2+1)-n 

=2+1-n 

(2+2)-1 

=2+1 

... (2+n-1)-(n-2) 

=2+1 

(2+n)-(n-1) 

=2+1 

A(2,1,n,k)=(2+1) 2
)(F-n k)c,(2,1,x

-b(x)(2,1,c,k)  

 = ]11)b(x[n 2
n)1(F

k)c,(2,1,
k),c,1,(2 −+++− x

  

k=s 為第 1個淘汰(A2,1,s,s=1)，s-A2,1,s,s=s-1=k-1 

k=s-1 為第 2個淘汰(A2,1,s,s-1=2)，s-A2,1,s,s-1=s-2=(s-1)-1=k-1 
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（三）α=3 

當殺 3留 1時,c3,n=1 情況如表四,c3,n=2 情況如表五,c3,n=3 情況如表六 
表四、殺 3留 1(c3,n=1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

表五、殺 3留 1(c3,n=2) 

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
1 10           
4 40 31 22 13        
7 43 70 61 52 34 25 16     
10 82 46 100 91 73 64 55 37 28 19  
13 121 85 49 130 112 103 94 76 67 58 ... 
16 160 124 88 412 151 142 133 115 106 97 ... 
19 415 163 127 811 190 181 172 154 145 136 ... 
22 814 202 166 1210 418 220 211 193 184 175 ... 
25 1213 241 205 169 817 421 250 232 223 214 ... 
28 1612 280 244 208 1216 820 424 271 262 253 ... 
31 2011 427 283 247 1615 1219 823 310 301 292 ... 
34 2410 826 322 286 2014 1618 1222 430 340 331 ... 
37 289 1225 361 325 2413 2017 1621 829 433 370 ... 
40 328 1624 400 364 2812 2416 2020 1228 832 436 ... 

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
2 20 11          
5 41 50 32 23 14       
8 80 54 71 62 53 35 26 17    
11 47 83 110 101 92 74 65 56 38 29 110 

14 86 122 410 140 131 113 104 95 77 68 ... 
17 125 161 89 413 170 152 143 134 116 107 ... 
20 164 200 128 812 416 191 182 173 155 146 ... 
23 203 419 167 1211 815 230 221 212 194 185 ... 
26 242 818 206 1610 1214 422 260 251 233 224 ... 
29 281 1217 245 209 1613 821 425 290 272 263 ... 
32 320 1616 284 248 2012 1220 824 428 311 302 ... 
35 431 2015 323 287 2411 1619 1223 827 350 341 ... 
38 830 2414 362 326 2810 2018 1622 1226 434 380 ... 
41 1229 2813 401 365 329 2417 2021 1625 833 437 ... 
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表六、殺 3留 1(c3,n=3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

S其中:塗綠色表示 k=1~c3,n 值數字， 
塗黃色表示 mod(k-1,3)+1=1 
塗橘色表示 mod(k-1,3)+1=2 
塗紅色表示 mod(k-1,3)+1=3 
 

 

 

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
3 30 21 12         
6 42 60 51 33 24 15      
9 81 45 90 72 63 54 36 27 18   
12 120 84 48 111 102 93 75 66 57 39 ... 
15 411 123 87 150 141 132 114 105 96 78 ... 
18 810 162 126 414 180 171 153 144 135 117 ... 
21 129 201 165 813 417 210 192 183 174 156 ... 
24 168 240 204 1212 816 420 231 222 213 195 ... 
27 207 423 243 1611 1215 819 270 261 252 234 ... 
30 246 822 282 2010 1614 1218 426 300 291 273 ... 
33 285 1221 321 249 2013 1617 825 429 330 312 ... 
36 324 1620 360 288 2412 2016 1224 828 432 351 ... 
39 363 2019 435 327 2811 2415 1623 1227 831 390 ... 
42 402 2418 834 366 3210 2814 2022 1626 1230 438 ... 
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α=3，β=1 

1.(1)將 n+3 個數中先殺掉 3，剩下數有 n個(n+3-3 個)。 

(2)由於 n+3 個數中已經殺掉 3，再下就是留 1 ； 但是 n個數中是殺 3。   

     為了讓 n個數與 n+3 個數中再來都是留 1，所以將 n個數中從後面  

     搬 1 個數往前補(也就是數字 n前補)  

(3)如此 n個數與 n+3 個數中都是留 1，n個數與 n+3 個數中的殺和留相對  

2.(1)若 A(3,1,n,k)≠n : A(3,1,n+g,k)-A(3,1,n,k)=3+1t[n+3-(3+1)-n]-(n-n)=-1 

(2-1)若 A(3,1,n,k)＝n : n 為 F(3,1,c,k)值，且 n-n=0   ∴b(3,1,c,k)<1  

(2-2) b(x)(3,1,c,k)+F(x)(3,1,c,k)+3=3+1+0   ∴b(x)(3,1,c,k)+F(x)(3,1,c,k)+3=3+1  

3.設 k=s，mod(s-1,3)+1=c(3,n) 

  則 k=s-2~s-1，mod(s-3,3)+1~mod(s-2,3)+1≠c(3,n) 

  但是 mod(n-1,3)+1=c(3,n)，所以當 k=s-2~s，第一個數會落在 n=s 

 

 

 

 

由上推論: 

   (1)當 k=s-2~s 時，第一個數會落在 n=s，筆者將 s設為 y(3,c)， 因此推論 y(3,c)值公式: 

       設 mod(y(3,c)-1,3)+1=c(3,n)；其中 y(3,c)≧k>y(3,c)-3  

    (2)由 s-A(3,1,s,s)~s-A(3,1,s,s-2)=k-1 的條件推論至 F(1)(3,1,c,k)及 b(1)(3,1,c,k)值: 

        F(1)(3,1,c,k) =y(3,c)+ ][3 1
1-k  

        b(1)(3,1,c,k)=mod(k-1,3)  

4.F(x)(3,1,c,k) 及 b(x)(3,1,c,k)演算過程如下: 

  F(x)(3,1,c,k)+3m=(3+1)m 

  F(x)(3,1,c,k)=1m 

  F(x+1)(3,1,c,k)=1m+3m=(3+1)m 

  因此得結論: 

  F(x)(3,1,c,k)=1m 

  F(x+1)(3,1,c,k)=(3+1)m 

其中:若 m<1，表示 F(x) (3,1,c,k)+3<3+1， 

   此時(F(x) (3,1,c,k)+3)-A(3,1,F(x)+3,k)<1  ∴F(x)(3,1,c,k)+3 為 F 值  

       ∴若 m<1，則 F(x+1)(3,1,c,k)=F(x)(3,1,c,k)+3 

5.由 n 與 n+3 之間的關係和 F(x)(3,1,c,k)與 F(x+1)(3,1,c,k)之間的關係，推展下列公式 

              

 

 

其中:F(x+1)(3,1,c,k)7n>F(x)(3,1,c,k) 

                   ※各項符號請詳見 p.7 

n+3 1 2 3 3+1 3+2 ... 3+n-1 3+n 

n    n0 1 ... n-2 n-1 

A(3,1,n+3,k) 

-A(3,1,n,k) 

   (3+1)-n 

=3+1-n 

(3+2)-1 

=3+1 

... (3+n-1)-(n-2) 

=3+1 

(3+n)-(n-1) 

=3+1 

A(3,1,n,k)=(3+1) 3
)(F-n k)c,(3,1,x

-b(x)(3,1,c,k)  

 = ]11)b(x[n 3
n)1(F

k)(3,1,c,
k),c,1,(3 −+++− x

  

k=s 為第 1個淘汰(A3,1,s,s=1)，s-A3,1,s,s=s-1=k-1 

k=s-1 為第 2個淘汰(A3,1,s,s-1=2)，s-A3,1,s,s-1=s-2=(s-1)-1=k-1 

k=s-2 為第 3個淘汰(A3,1,s,s-2=3)，s-A3,1,s,s-2=s-3=(s-2)-1=k-1 
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（四）α=g 

α=g，β=1 

1.(1)將 n+g 個數中先殺掉 g，剩下數有 n個(n+g-g 個)。 

(2)由於 n+g 個數中已經殺掉 g，再下就是留 1 ； 但是 n個數中是殺 g。   

     為了讓 n個數與 n+g 個數中再來都是留 1，所以將 n個數中從後面  

     搬 1 個數往前補(也就是數字 n前補)  

(3)如此 n個數與 n+g 個數中都是留 1，n個數與 n+g 個數中的殺和留相對  

2.(1)若 A(g,1,n,k)≠n : A(g,1,n+g,k)-A(g,1,n,k)=g+1t[n+g-(g+1)-n]-(n-n)=-1 

(2-1)若 A(g,1,n,k)＝n : n 為 F(g,1,c,k)值，且 n-n=0   ∴b(g,1,c,k)<1  

(2-2) b(x)(g,1,c,k)+F(x)(g,1,c,k)+g=g+1+0   ∴b(x)(g,1,c,k)+F(x)(g,1,c,k)+g=g+1  

3.設 k=s，mod(s-1,g)+1=c(g,n) 

  則 k=s-g+1~s-1，mod(s-g,g)+1~mod(s-2,g)+1≠c(g,n) 

  但是 mod(n-1,g)+1=c(g,n)，所以當 k=s-g+1~s，第一個數會落在 n=s 

 

 

 

 

 

 

  由上推論: 

   (1)當 k=s-g+1~s 時，第一個數會落在 n=s，筆者將 s設為 y(g,c)， 因此推論 y(g,c)值公式: 

       設 mod(y(g,c)-1,g)+1=c(g,n)；其中 y(g,c)≧k>y(g,c)-g  

    (2)由 s-A(g,1,s,s)~s-A(g,1,s,s-g+1)=k-1 的條件推論至 F(1)(g,1,c,k)及 b(1)(g,1,c,k)值: 

        F(1)(g,1,c,k) =y(g,c)+ ][g 1
1-k  

        b(1)(g,1,c,k)=mod(k-1,g)  

4.F(x)(g,1,c,k) 及 b(x)(g,1,c,k)演算過程如下: 

  F(x)(g,1,c,k)+gm=(g+1)m 

  F(x)(g,1,c,k)=1m 

  F(x+1)(g,1,c,k)=1m+gm=(g+1)m 

  因此得結論: 

  F(x)(g,1,c,k)=1m 

  F(x+1)(g,1,c,k)=(g+1)m 

其中:若 m<1，表示 F(x) (g,1,c,k)+g<g+1， 

   此時(F(x) (g,1,c,k)+g)-A(g,1,F(x)+g,k)<1  ∴F(x)(g,1,c,k)+g 為 F 值  

       ∴若 m<1，則 F(x+1)(g,1,c,k)=F(x)(g,1,c,k)+g 

5.由 n 與 n+g 之間的關係和 F(x)(g,1,c,k)與 F(x+1)(g,1,c,k)之間的關係，推展下列公式 
              
 
 

其中:F(x+1)(g,1,c,k)7n>F(x)(g,1,c,k) 

                   ※各項符號請詳見 p.7 

n+g 1 2 ... g g+1 g+2 ... g+n-1 g+n 

n    n0 1 ... n-2 n-1 

A(g,1,n+g,k) 

-A(g,1,n,k) 

   (g+1)-n 

=g+1-n 

(g+2)-1 

=g+1 

... (g+n-1)-(n-2) 

=g+1 

(g+n)-(n-1)

=g+1 

A(g,1,n,k)=(g+1) g
)(F-n k)c,(g,1,x

-b(x)(g,1,c,k)  

 = ]11)b(x[n g
n)1(F

k)(g,1,c,
k),c,1,(g −+++− x

  

k=s 為第 1個淘汰(Ag,1,s,s=1)，s-Ag,1,s,s=s-1=k-1 

k=s-1 為第 2個淘汰(Ag,1,s,s-1=2)，s-Ag,1,s,s-1=s-2=(s-1)-1=k-1 

... 

k=s-g+2 為第 g-1 個淘汰(Ag,1,s,s-g+2=g-1)，s-Ag,1,s,s-g+2=s-g+1=(s-g+2)-1=k-1 

k=s-g+1 為第 g個淘汰(Ag,1,s,s-g+1=g)，s-Ag,1,s,s-g+1=s-g=(s-g+1)-1=k-1 
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二、β=2 

（一）α=1 

當 1 留 2 時,c1,n=1 情況如表七 
表七、殺 1留 2(c1,n=1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

S其中:塗綠色表示 k=1~c1,n 值數字， 
塗黃色表示 mod(k-1,1)+1=1 

 

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
1 10            
2 20 11           
3 30 21 12          
4 31 22 40 13         
5 23 50 32 41 14        
6 51 33 60 24 42 15       
7 25 61 34 52 70 43 16      
8 53 26 62 80 35 71 44 17     
9 81 54 90 36 63 27 72 45 18    
10 28 82 37 64 91 55 100 73 46 19   
11 56 110 65 92 29 83 38 101 74 47 110  
12 84 39 93 120 57 111 66 210 102 75 48 111 
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α=1，β=2 

1.(1)將 n+1 個數中先殺掉 1，剩下數有 n個(n+1-1 個)。 

(2)由於 n+1 個數中已經殺掉 1，再下就是留 2 ； 但是 n個數中是殺 1。   

     為了讓 n個數與 n+1 個數中再來都是留 2，所以將 n個數中從後面  

     搬 2 個數往前補(也就是數字 n和 n-1 前補)  

(3)如此 n個數與 n+1 個數中都是留 2，n個數與 n+1 個數中的殺和留相對  

2.(1)若 A(1,2,n,k)≠n-1 或 n : A(1,2,n+g,k)-A(1,2,n,k)=1+2t[n+1-(1+2)-n]-(n-n)=-2 

(2-1)若 A(1,2,n,k)＝n-1 或 n : n 為 F(1,2,c,k)值，且 n-n=0；n-(n-1)=1  ∴b(1,2,c,k)<2  

(2-2) b(x)(1,2,c,k)+F(x)(1,2,c,k)+1=1+1+1 或 1+2+0   ∴b(x)(1,2,c,k)+F(x)(1,2,c,k)+1=1+2  

3.設 k=s，mod(s-1,1)+1=c(1,n) 

  而且 mod(n-1,1)+1=c(1,n)，所以當 k=s，第一個數會落在 n=s 

 

 

  由上推論: 

   (1)當 k=s 時，第一個數會落在 n=s，筆者將此 s設為 y(1,c)， 因此推論 y(1,c)值公式: 

       設 mod(y(1,c)-1,1)+1=c(1,n)；其中 y(1,c)≧k>y(1,c)-1  

    (2)由 s-A(1,2,s,s=k-1 的條件推論至 F(1)(1,2,c,k)及 b(1)(1,2,c,k)值: 

        F(1)(1,2,c,k) =y(1,c)+ ][1 2
1-k  

        b(1)(1,2,c,k)=mod(k-1,1)  

4.F(x)(1,2,c,k) 及 b(x)(1,2,c,k)演算過程如下: 

  F(x)(1,2,c,k)+1m-b(x+1)(1,2,c,k)=(1+2)m-b(x)(1,2,c,k) 

  F(x)(1,2,c,k)=2m-b(x)(1,2,c,k)+b(x+1)(1,2,c,k) 

  F(x+1)(1,2,c,k)=2m-b(x)(1,2,c,k)+b(x+1)(1,2,c,k)+1m=(1+2)m-b(x)(1,2,c,k)+b(x+1)(1,2,c,k) 

  因此得結論: 

  F(x)(1,2,c,k)=2m-b(x)(1,2,c,k)+b(x+1)(1,2,c,k) 

  F(x+1)(1,2,c,k)=(1+2)m-b(x)(1,2,c,k)+b(x+1)(1,2,c,k) 

其中:若 m<1，表示 F(x) (1,2,c,k)+1<1+2， 

   此時(F(x) (1,2,c,k)+g)-A(1,2,F(x)+1,k)<2  ∴F(x)(1,2,c,k)+1 為 F 值  

       ∴若 m<1，則 F(x+1)(1,2,c,k)=F(x)(1,2,c,k)+1 

5.由 n 與 n+1 之間的關係和 F(x)(1,2,c,k)與 F(x+1)(1,2,c,k)之間的關係，推展下列公式 
              
 
 
其中:F(x+1)(1,2,c,k)7n>F(x)(1,2,c,k) 

                   ※各項符號請詳見 p.8 

n+1 1 1+1 1+2 1+3 ... 1+n-1 1+n 

n  n-11 n0 1 ... n-3 n-2 

A(1,2,n+1,k) 

-A(1,2,n,k) 

 (1+1)-(n-1) 

=1+2-n 

(1+2)-n 

=1+2-n 

(1+3)-1 

=1+2 

... (1+n-1)-(n-3) 

=1+2 

(1+n)-(n-2)

=1+2 

A(g,1,n,k)=(1+2) 1
)(F-n k)c,(1,2,x

-b(x)(1,2,c,k)  

 = ]21)b(x[n 1
n)1(F

k)c,(1,2,
k),c,2,(1 −+++− x

 

k=s 為第 1個淘汰(A1,2,s,s=1)，s-A1,2,s,s=s-1=k-1 
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（二）α=2 

當殺 2留 2時,c2,n=1 情況如表八,c2,n=2 情況如表九 
表八、殺 2留 2(c2,n=1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

表九、殺 2留 2(c2,n=2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

S其中:塗綠色表示 k=1~c2,n 值數字， 
塗黃色表示 mod(k-1,2)+1=1 

      塗橘色表示 mod(k-1,2)+1=2 
 

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
1 10           
3 30 21 12         
5 50 32 50 23 14       
7 34 70 43 61 52 25 16     
9 72 45 81 36 90 63 54 27 18   
11 110 83 38 74 47 101 92 65 56 29 110 

13 49 121 76 112 85 310 130 103 95 67 ... 
15 87 312 114 150 123 78 411 141 132 105 ... 
17 125 710 152 413 161 116 89 314 170 143 ... 
19 163 118 190 811 316 154 127 712 415 181 ... 
21 201 156 417 129 714 192 165 1110 813 318 ... 
23 320 194 815 167 1112 230 203 158 1211 716 ... 
25 718 232 1213 205 1510 421 241 196 169 1114 ... 
27 1116 270 1611 243 198 819 324 234 207 1512 ... 

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
2 20 11          
4 40 31 22 13        
6 42 33 60 51 24 15      
8 80 71 44 35 62 53 26 17    
10 46 37 82 73 100 91 64 55 28 19  
12 84 75 120 111 48 39 102 93 66 57 ... 
14 122 113 410 311 86 77 140 131 104 95 ... 
16 160 151 88 79 124 115 412 313 142 133 ... 
18 414 315 126 117 162 153 810 811 180 171 ... 
20 812 713 164 155 200 191 128 119 416 317 ... 
22 1210 1111 202 193 418 319 166 157 814 715 ... 
24 148 159 240 231 816 717 204 195 1212 1113 ... 
26 166 197 422 323 1214 1115 242 231 1610 1511 ... 
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α=2，β=2 

1.(1)將 n+2 個數中先殺掉 2，剩下數有 n個(n+2-2 個)。 

(2)由於 n+2 個數中已經殺掉 2，再下就是留 2 ； 但是 n個數中是殺 2。   

     為了讓 n個數與 n+2 個數中再來都是留 2，所以將 n個數中從後面  

     搬 2 個數往前補(也就是數字 n和 n-1 前補)  

(3)如此 n個數與 n+2 個數中都是留 2，n個數與 n+2 個數中的殺和留相對  

2.(1)若 A(2,2,n,k)≠n-1 或 n : A(2,2,n+g,k)-A(2,2,n,k)=2+2t[n+2-(2+2)-n]-(n-n)=-2 

(2-1)若 A(2,2,n,k)＝n-1 或 n : n 為 F(2,2,c,k)值，且 n-n=0；n-(n-1)=1  ∴b(2,2,c,k)<2  

(2-2) b(x)(2,2,c,k)+F(x)(2,2,c,k)+2=2+1+1 或 2+2+0   ∴b(x)(2,2,c,k)+F(x)(2,2,c,k)+2=2+2  

3.設 k=s，mod(s-1,2)+1=c(2,n) 

  則 k=s-1，mod(s-2,2)+1≠c(2,n) 

  但是 mod(n-1,2)+1=c(2,n)，所以當 k=s-1~s，第一個數會落在 n=s 

 

 

 

 由上推論: 

   (1)當 k=s-1~s 時，第一個數會落在 n=s，筆者將此 s設為 y(2,c)， 因此推論 y(2,c)值公式: 

       設 mod(y(2,c)-1,2)+1=c(2,n)；其中 y(2,c)≧k>y(2,c)-2  

    (2)由 s-A(2,2,s,s)~s-A(2,2,s,s-1)=k-1 的條件推論至 F(1)(2,2,c,k)及 b(1)(2,2,c,k)值: 

        F(1)(2,2,c,k) =y(2,c)+ ][2 2
1-k  

        b(1)(2,2,c,k)=mod(k-1,2)  

4.F(x)(2,2,c,k) 及 b(x)(2,2,c,k)演算過程如下: 

  F(x)(2,2,c,k)+2m-b(x+1)(2,2,c,k)=(2+2)m-b(x)(2,2,c,k) 

  F(x)(2,2,c,k)=2m-b(x)(2,2,c,k)+b(x+1)(2,2,c,k) 

  F(x+1)(2,2,c,k)=2m-b(x)(2,2,c,k)+b(x+1)(2,2,c,k)+2m=(2+2)m-b(x)(2,2,c,k)+b(x+1)(2,2,c,k) 

  因此得結論: 

  F(x)(2,2,c,k)=2m-b(x)(2,2,c,k)+b(x+1)(2,2,c,k) 

  F(x+1)(2,2,c,k)=(2+2)m-b(x)(2,2,c,k)+b(x+1)(2,2,c,k) 

其中:若 m<1，表示 F(x) (2,2,c,k)+2<2+2， 

   此時(F(x) (2,2,c,k)+2)-A(2,2,F(x)+2,k)<2  ∴F(x)(2,2,c,k)+g 為 F 值  

       ∴若 m<1，則 F(x+1)(2,2,c,k)=F(x)(2,2,c,k)+2 

5.由 n 與 n+2 之間的關係和 F(x)(2,2,c,k)與 F(x+1)(2,2,c,k)之間的關係，推展下列公式 
              
 
 
其中:F(x+1)(2,2,c,k)7n>F(x)(2,2,c,k) 

                   ※各項符號請詳見 p.8 

n+2 1 2 2+1 2+2 2+3 ... 2+n-1 2+n 

n   n-11 n0 1 ... n-3 n-2 

A(2,2,n+2,k) 

-A(2,2,n,k) 

  (2+1)- 

(n-1) 

=2+2-n 

(2+2)-n 

=2+2-n 

(2+3)-1 

=2+2 

... (2+n-1) 

-(n-3) 

=2+2 

(2+n) 

-(n-2) 

=2+2 

A(2,2,n,k)=(2+2) 2
)(F-n k)c,(2,2,x

-b(x)(2,2,c,k)  

 = ]21)b(x[n 2
n)1(F

k)c,(2,2,
k),c,2,(2 −+++− x

 

k=s 為第 1個淘汰(A2,2,s,s=1)，s-A2,2,s,s=s-1=k-1 

k=s-1 為第 2個淘汰(A2,2,s,s-1=2)，s-A2,2,s,s-1=s-2=(s-1)-1=k-1 
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（三）α=3 
當殺 3留 2時,c3,n=1 情況如表十,c3,n=2 情況如表十一,c3,n=3 情況如表十二, 
表十、殺 3留 2(c3,n=1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

表十一、殺 3留 2(c3,n=2) 

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
1 10           
4 40 31 22 13        
7 52 43 70 61 34 25 16     
10 100 91 55 46 82 73 64 37 28 19  
13 58 49 103 94 130 121 112 85 76 67 ... 
16 106 97 151 142 511 412 160 133 124 115 ... 
19 154 145 415 190 109 910 514 181 172 163 ... 
22 202 193 913 517 157 148 1012 418 220 211 ... 
25 250 241 1411 1015 205 196 1510 916 520 421 ... 
28 523 424 199 1513 253 244 208 1414 1018 919 ... 
31 1021 922 247 2011 301 292 256 1912 1516 1417 ... 
34 1519 1420 295 259 430 340 304 2410 2014 1915 ... 
37 2017 1918 343 307 928 532 352 298 2512 2413 ... 
40 2515 2416 391 355 1426 1030 400 346 3010 2911 ... 

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
2 20 11          
5 50 41 32 23 14       
8 53 44 80 71 62 35 26 17    
11 101 92 56 47 110 83 74 65 38 29 110 

14 410 140 104 95 59 131 122 113 86 77 ... 
17 98 512 152 143 107 413 170 161 134 125 ... 
20 146 1010 200 191 155 911 515 416 182 173 ... 
23 194 158 518 419 203 149 1013 914 230 221 ... 
26 242 206 1016 917 251 197 1511 1412 521 422 ... 
29 290 254 1514 1415 425 245 209 1910 1019 920 ... 
32 527 302 2012 1913 923 293 257 248 1517 1418 ... 
35 1025 350 2510 2411 1421 341 305 296 2015 1916 ... 
38 1523 533 308 299 1919 434 353 344 2513 2414 ... 
41 2021 1031 356 347 2417 932 401 392 3011 2912 ... 
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表十二、殺 3留 2(c3,n=3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

S其中:塗綠色表示 k=1~c3,n 值數字， 
塗黃色表示 mod(k-1,3)+1=1 
塗橘色表示 mod(k-1,3)+1=2 
塗紅色表示 mod(k-1,3)+1=3 

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
3 30 21 12         
6 51 42 60 33 24 15      
9 45 90 54 81 72 63 36 27 18   
12 93 57 102 48 120 111 84 75 66 39 ... 
15 141 105 150 96 510 411 132 123 114 87 ... 
18 414 153 513 144 108 99 180 171 162 135 ... 
21 912 201 1011 192 156 147 516 417 210 183 ... 
24 1410 420 159 240 204 195 1014 915 519 231 ... 
27 198 918 207 522 252 243 1512 1413 1017 423 ... 
30 246 1416 255 1020 300 291 2010 1911 1515 921 ... 
33 294 1914 303 1518 528 429 258 249 2013 1419 ... 
36 342 2412 351 2016 1026 927 306 297 2511 1917 ... 
39 390 2910 435 2514 1524 1425 354 345 309 2415 ... 
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α=3，β=2 

1.(1)將 n+3 個數中先殺掉 3，剩下數有 n個(n+3-3 個)。 

(2)由於 n+3 個數中已經殺掉 3，再下就是留 2 ； 但是 n個數中是殺 3。   

     為了讓 n個數與 n+3 個數中再來都是留 2，所以將 n個數中從後面  

     搬 2 個數往前補(也就是數字 n和 n-1 前補)  

(3)如此 n個數與 n+3 個數中都是留 2，n個數與 n+3 個數中的殺和留相對  

2.(1)若 A(3,2,n,k)≠n-1 或 n : A(3,2,n+g,k)-A(3,2,n,k)=3+2t[n+3-(3+2)-n]-(n-n)=-2 

(2-1)若 A(3,2,n,k)＝n-1 或 n : n 為 F(3,2,c,k)值，且 n-n=0；n-(n-1)=1  ∴b(3,2,c,k)<2  

(2-2) b(x)(3,2,c,k)+F(x)(3,2,c,k)+3=3+1+1 或 3+2+0   ∴b(x)(3,2,c,k)+F(x)(3,2,c,k)+3=3+2  

3.設 k=s，mod(s-1,3)+1=c(3,n) 

  則 k=s-2~s-1，mod(s-3,3)+1~mod(s-2,3)+1≠c(3,n) 

  但是 mod(n-1,3)+1=c(3,n)，所以當 k=s-2~s，第一個數會落在 n=s 
 

 
 
 

 

由上推論: 

   (1)當 k=s-2~s 時，第一個數會落在 n=s，筆者將此 s設為 y(3,c)， 因此推論 y(3,c)值公式: 

       設 mod(y(3,c)-1,3)+1=c(3,n)；其中 y(3,c)≧k>y(3,c)-3  

    (2)由 s-A(3,2,s,s)~s-A(3,2,s,s-2)=k-1 的條件推論至 F(1)(3,2,c,k)及 b(1)(3,2,c,k)值: 

        F(1)(3,2,c,k) =y(3,c)+ ][3 2
1-k  

        b(1)(3,2,c,k)=mod(k-1,3)  

4.F(x)(3,2,c,k) 及 b(x)(3,2,c,k)演算過程如下: 

  F(x)(3,2,c,k)+3m-b(x+1)(3,2,c,k)=(3+2)m-b(x)(3,2,c,k) 

  F(x)(3,2,c,k)=2m-b(x)(3,2,c,k)+b(x+1)(3,2,c,k) 

  F(x+1)(3,2,c,k)=2m-b(x)(3,2,c,k)+b(x+1)(3,2,c,k)+3m=(3+2)m-b(x)(3,2,c,k)+b(x+1)(3,2,c,k) 

  因此得結論: 

  F(x)(3,2,c,k)=2m-b(x)(3,2,c,k)+b(x+1)(3,2,c,k) 

  F(x+1)(3,2,c,k)=(3+2)m-b(x)(3,2,c,k)+b(x+1)(3,2,c,k) 

其中:若 m<1，表示 F(x) (3,2,c,k)+3<3+2， 

   此時(F(x) (3,2,c,k)+3)-A(3,2,F(x)+3,k)<2  ∴F(x)(3,2,c,k)+3 為 F 值  

       ∴若 m<1，則 F(x+1)(3,2,c,k)=F(x)(3,2,c,k)+3 

5.由 n 與 n+3 之間的關係和 F(x)(3,2,c,k)與 F(x+1)(3,2,c,k)之間的關係，推展下列公式 
              
 
 
 

其中:F(x+1)(3,2,c,k)7n>F(x)(3,2,c,k) 

                   ※各項符號請詳見 p.9 

n+3 1 2 3 3+1 3+2 3+3 ... 3+n-1 3+n 

n    n-11 n0 1 ... n-3 n-2 

A(3,2,n+3,k) 

-A(3,2,n,k) 

   (3+1)- 

(n-1) 

=3+2-n 

(3+2)-n 

=3+2-n 

(3+3)-1 

=3+2 

... (3+n-1) 

-(n-3) 

=3+2 

(3+n) 

-(n-2) 

=3+2 

A(3,2,n,k)=(3+2) 3
)(F-n k)c,(3,2,x

-b(x)(3,2,c,k)  

 = ]21)b(x[n 3
n)1(F

k)c,(3,2,
k),c,2,(3 −+++− x

 

k=s 為第 1個淘汰(A3,2,s,s=1)，s-A3,2,s,s=s-1=k-1 

k=s-1 為第 2個淘汰(A3,2,s,s-1=2)，s-A3,2,s,s-1=s-2=(s-1)-1=k-1 

k=s-2 為第 3個淘汰(A3,2,s,s-2=3)，s-A3,2,s,s-2=s-3=(s-2)-1=k-1 
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（四）α=g 
α=g，β=2 

1.(1)將 n+g 個數中先殺掉 g，剩下數有 n個(n+g-g 個)。 
(2)由於 n+g 個數中已經殺掉 g，再下就是留 2 ； 但是 n個數中是殺 g。   

     為了讓 n個數與 n+g 個數中再來都是留 2，所以將 n個數中從後面  
     搬 2 個數往前補(也就是數字 n和 n-1 前補)  
(3)如此 n個數與 n+g 個數中都是留 2，n個數與 n+g 個數中的殺和留相對  

2.(1)若 A(g,2,n,k)≠n-1 或 n : A(g,2,n+g,k)-A(g,2,n,k)=g+2t[n+g-(g+2)-n]-(n-n)=-2 

(2-1)若 A(g,2,n,k)＝n-1 或 n : n 為 F(g,2,c,k)值，且 n-n=0；n-(n-1)=1  ∴b(g,2,c,k)<2  
(2-2) b(x)(g,2,c,k)+F(x)(g,2,c,k)+g=g+1+1 或 g+2+0   ∴b(x)(g,2,c,k)+F(x)(g,2,c,k)+g=g+2  

3.設 k=s，mod(s-1,g)+1=c(g,n) 
  則 k=s-g+1~s-1，mod(s-g,g)+1~mod(s-2,g)+1≠c(g,n) 
  但是 mod(n-1,g)+1=c(g,n)，所以當 k=s-g+1~s，第一個數會落在 n=s 
 

 
 
 

 

 

  由上推論: 

   (1)當 k=s-g+1~s 時，第一個數會落在 n=s，筆者將 s設為 y(g,c)， 因此推論 y(g,c)值公式: 

       設 mod(y(g,c)-1,g)+1=c(g,n)；其中 y(g,c)≧k>y(g,c)-g  

    (2)由 s-A(g,2,s,s)~s-A(g,2,s,s-g+1)=k-1 的條件推論至 F(1)(g,2,c,k)及 b(1)(g,2,c,k)值: 

        F(1)(g,2,c,k) =y(g,c)+ ][g 2
1-k  

        b(1)(g,2,c,k)=mod(k-1,g)  

4.F(x)(g,2,c,k) 及 b(x)(g,2,c,k)演算過程如下: 

  F(x)(g,2,c,k)+gm-b(x+1)(g,2,c,k)=(g+2)m-b(x)(g,2,c,k) 

  F(x)(g,2,c,k)=2m-b(x)(g,2,c,k)+b(x+1)(g,2,c,k) 

  F(x+1)(g,2,c,k)=2m-b(x)(g,2,c,k)+b(x+1)(g,2,c,k)+gm=(g+2)m-b(x)(g,2,c,k)+b(x+1)(g,2,c,k) 

  因此得結論: 

  F(x)(g,2,c,k)=2m-b(x)(g,2,c,k)+b(x+1)(g,2,c,k) 

  F(x+1)(g,2,c,k)=(g+2)m-b(x)(g,2,c,k)+b(x+1)(g,2,c,k) 

其中:若 m<1，表示 F(x) (g,2,c,k)+g<g+2， 

   此時(F(x) (g,2,c,k)+g)-A(g,2,F(x)+g,k)<2  ∴F(x)(g,2,c,k)+g 為 F 值  

       ∴若 m<1，則 F(x+1)(g,2,c,k)=F(x)(g,2,c,k)+g 

5.由 n 與 n+g 之間的關係和 F(x)(g,2,c,k)與 F(x+1)(g,2,c,k)之間的關係，推展下列公式 
              
 
 
其中:F(x+1)(g,2,c,k)7n>F(x)(g,2,c,k) 

                   ※各項符號請詳見 p.9 

n+g 1 2 ... g g+1 g+2 g+3 ... g+n-1 g+n 

n    n-11 n0 1 ... n-3 n-2 

A(g,2,n+g,k) 

-A(g,2,n,k) 
   (g+1)- 

(n-1) 
=g+2-n 

(g+2)-n 
=g+2-n 

(g+3)-1 
=g+2 

... (g+n-1) 
-(n-3) 
=g+2 

(g+n) 
-(n-2) 
=g+2 

A(g,2,n,k)=(g+2) g
)(F-n k)c,(g,2,x

-b(x)(g,2,c,k)  

 = ]21)b(x[n g
n)1(F

k)c,(g,2,
k),c,2,(g −+++− x

 

k=s 為第 1個淘汰(Ag,2,s,s=1)，s-Ag,2,s,s=s-1=k-1 
k=s-1 為第 2個淘汰(Ag,2,s,s-1=2)，s-Ag,2,s,s-1=s-2=(s-1)-1=k-1 

... 
k=s-g+2 為第 g-1 個淘汰(Ag,2,s,s-g+2=g-1)，s-Ag,2,s,s-g+2=s-g+1=(s-g+2)-1=k-1 
k=s-g+1 為第 g個淘汰(Ag,2,s,s-g+1=g)，s-Ag,2,s,s-g+1=s-g=(s-g+1)-1=k-1 
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三、β=3 

（一）α=1 

當 1 留 3 時,c1,n=1 情況如表十三 
表十三、殺 1留 3(c1,n=1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

S其中:塗綠色表示 k=1~c1,n 值數字， 
塗黃色表示 mod(k-1,1)+1=1 

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
1 10            
2 20 11           
3 21 30 12          
4 31 40 22 13         
5 32 41 23 50 14        
6 24 33 60 42 51 15       
7 61 70 43 25 34 52 16      
8 35 44 80 62 71 26 53 17     
9 72 81 4 27 36 63 90 54 18    
10 28 37 82 64 73 100 46 91 55 19   
11 65 74 29 101 110 47 83 38 92 56 110  
12 102 111 66 39 48 84 120 75 210 93 57 111 
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α=1，β=3 

1.(1)將 n+1 個數中先殺掉 1，剩下數有 n個(n+1-1 個)。 

(2)由於 n+1 個數中已經殺掉 1，再下就是留 3 ； 但是 n個數中是殺 1。   

     為了讓 n個數與 n+1 個數中再來都是留 3，所以將 n個數中從後面  

     搬 3 個數往前補(也就是數字 n、n-1 和 n-2 前補)  

(3)如此 n個數與 n+1 個數中都是留 3，n個數與 n+1 個數中的殺和留相對  

2.(1)若 A(1,3,n,k)≠n-2~n : A(1,3,n+g,k)-A(1,3,n,k)=1+3t[n+1-(1+3)-n]-(n-n)=-3 

(2-1)若 A(1,3,n,k)＝n-2~n : n 為 F(1,3,c,k)值，且 n-n=0...n-(n-2)=2  ∴b(1,3,c,k)<3  

(2-2) b(x)(1,3,c,k)+F(x)(1,3,c,k)+1=1+1+2 或 1+2+1 或 1+3+0   ∴b(x)(1,3,c,k)+F(x)(1,3,c,k)+1=1+3  

3.設 k=s，mod(s-1,1)+1=c(1,n) 

  而且 mod(n-1,1)+1=c(1,n)，所以當 k=s，第一個數會落在 n=s 
 

 
 
由上推論: 

   (1)當 k=s 時，第一個數會落在 n=s，筆者將此 s設為 y(1,c)， 因此推論 y(1,c)值公式: 

       設 mod(y(1,c)-1,1)+1=c(1,n)；其中 y(1,c)≧k>y(1,c)-1  

    (2)由 s-A(1,3,s,s)=k-1 的條件推論至 F(1)(1,3,c,k)及 b(1)(1,3,c,k)值: 

        F(1)(1,3,c,k) =y(1,c)+ ][1 3
1-k  

        b(1)(1,3,c,k)=mod(k-1,1)  

4.F(x)(1,3,c,k) 及 b(x)(1,3,c,k)演算過程如下: 

  F(x)(1,3,c,k)+1m-b(x+1)(1,3,c,k)=(1+3)m-b(x)(1,3,c,k) 

  F(x)(1,3,c,k)=3m-b(x)(1,3,c,k)+b(x+1)(1,3,c,k) 

  F(x+1)(1,3,c,k)=3m-b(x)(1,3,c,k)+b(x+1)(1,3,c,k)+1m=(1+3)m-b(x)(1,3,c,k)+b(x+1)(1,3,c,k) 

  因此得結論: 

  F(x)(1,3,c,k)=3m-b(x)(1,3,c,k)+b(x+1)(1,3,c,k) 

  F(x+1)(1,3,c,k)=(g+3)m-b(x)(1,3,c,k)+b(x+1)(1,3,c,k) 

其中:若 m<1，表示 F(x) (1,3,c,k)+1<1+3， 

   此時(F(x) (1,3,c,k)+1)-A(1,3,F(x)+1,k)<3  ∴F(x)(1,3,c,k)+1 為 F 值  

       ∴若 m<1，則 F(x+1)(1,3,c,k)=F(x)(1,3,c,k)+1 

5.由 n 與 n+1 之間的關係和 F(x)(1,3,c,k)與 F(x+1)(1,3,c,k)之間的關係，推展下列公式 
              
 

 

其中:F(x+1)(1,3,c,k)7n>F(x)(1,3,c,k) 

               ※各項符號請詳見 p.10 

n+1 1 1+1 1+2 1+3 1+4 1+5 ... 1+n-1 1+n 

n  n-22 n-11 n0 1 2 ... n-4 n-3 

A(1,3,n+1,k) 

-A(1,3,n,k) 

 (1+1)- 

(n-2) 

=1+3-n 

(1+2)- 

(n+1) 

=1+3-n 

(1+3)-n

=1+3-n 

(1+4)-1

=1+3 

(1+5)-2

=1+3 

... (1+n-1) 

-(n-4) 

=1+3 

(1+n) 

-(n-3) 

=1+3 

A(1,3,n,k)=(1+3) 1
)(F-n k)c,(1,3,x

-b(x)(1,3,c,k)  

 = ]31)b(x[n g
n)1(F

k)c,(1,3,
k),c,3,(1 −+++− x

k=s 為第 1個淘汰(A1,3,s,s=1)，s-A1,3,s,s=s-1=k-1 
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（二）α=2 
當殺 2留 3時,c2,n=1 情況如表十四,c2,n=2 情況如表十五 
表十四、殺 2留 3(c2,n=1) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

表十五、殺 2留 3(c2,n=2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

S其中:塗綠色表示 k=1~c2,n 值數字， 
塗黃色表示 mod(k-1,2)+1=1 
塗橘色表示 mod(k-1,2)+1=2 

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
1 10           
3 30 21 12         
5 50 41 32 23 14       
7 52 43 34 70 61 25 16     
9 36 90 81 54 45 72 63 27 18   
11 83 56 47 101 92 38 110 74 65 29 110 

13 130 103 94 49 310 85 58 121 112 76 ... 
15 510 150 141 96 87 132 105 411 312 123 ... 
17 107 512 413 143 134 314 152 98 89 170 ... 
19 154 109 910 190 181 811 316 145 136 514 ... 
21 201 156 147 516 417 138 813 192 183 1011 ... 
23 419 203 194 1013 914 185 1310 320 230 158 ... 
25 917 250 241 1510 1411 232 187 817 520 205 ... 
27 1415 522 423 207 198 324 234 1314 1017 252 ... 

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
2 20 11          
4 31 40 22 13        
6 42 51 33 60 24 15      
8 35 44 80 53 71 62 26 17    
10 82 91 55 100 46 37 73 64 28 19  
12 39 48 102 57 93 84 120 111 75 66 ... 
14 86 95 311 103 140 131 59 410 122 113 ... 
16 133 142 88 151 511 412 106 97 313 160 ... 
18 180 315 135 414 108 99 153 144 810 513 ... 
20 515 812 182 911 155 146 200 191 137 1010 ... 
22 1012 139 319 148 202 193 517 418 184 157 ... 
24 159 186 816 195 321 240 1014 915 231 204 ... 
26 206 233 1313 242 818 521 1511 1412 422 251 ... 
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α=2，β=3 

1.(1)將 n+2 個數中先殺掉 2，剩下數有 n個(n+2-2 個)。 

(2)由於 n+2 個數中已經殺掉 2，再下就是留 3 ； 但是 n個數中是殺 2。   

     為了讓 n個數與 n+2 個數中再來都是留 3，所以將 n個數中從後面  

     搬 3 個數往前補(也就是數字 n、n-1 和 n-2 前補)  

(3)如此 n個數與 n+2 個數中都是留 3，n個數與 n+2 個數中的殺和留相對  

2.(1)若 A(2,3,n,k)≠n-2~n : A(2,3,n+g,k)-A(2,3,n,k)=2+3t[n+2-(2+3)-n]-(n-n)=-3 

(2-1)若 A(2,3,n,k)＝n-2~n : n 為 F(2,3,c,k)值，且 n-n=0...n-(n-2)=2  ∴b(2,3,c,k)<3  

(2-2) b(x)(2,3,c,k)+F(x)(2,3,c,k)+2=2+1+2 或 2+2+1 或 2+3+0   ∴b(x)(2,3,c,k)+F(x)(2,3,c,k)+2=2+3  

3.設 k=s，mod(s-1,2)+1=c(2,n) 

  則 k=s-1，modmod(s-2,2)+1≠c(2,n) 

  但是 mod(n-1,2)+1=c(2,n)，所以當 k=s-1~s，第一個數會落在 n=s 
 

 
 
 

 由上推論: 

   (1)當 k=s-1~s 時，第一個數會落在 n=s，筆者將此 s設為 y(2,c)， 因此推論 y(2,c)值公式: 

       設 mod(y(2,c)-1,2)+1=c(2,n)；其中 y(2,c)≧k>y(2,c)-2  

    (2)由 s-A(2,3,s,s)~s-A(2,3,s,s-1)=k-1 的條件推論至 F(1)(2,3,c,k)及 b(1)(2,3,c,k)值: 

        F(1)(2,3,c,k) =y(2,c)+ ][2 3
1-k  

        b(1)(2,3,c,k)=mod(k-1,2)  

4.F(x)(2,3,c,k) 及 b(x)(2,3,c,k)演算過程如下: 

  F(x)(2,3,c,k)+2m-b(x+1)(2,3,c,k)=(2+3)m-b(x)(2,3,c,k) 

  F(x)(2,3,c,k)=3m-b(x)(2,3,c,k)+b(x+1)(2,3,c,k) 

  F(x+1)(2,3,c,k)=3m-b(x)(2,3,c,k)+b(x+1)(2,3,c,k)+2m=(2+3)m-b(x)(2,3,c,k)+b(x+1)(2,3,c,k) 

  因此得結論: 

  F(x)(2,3,c,k)=3m-b(x)(2,3,c,k)+b(x+1)(2,3,c,k) 

  F(x+1)(2,3,c,k)=(2+3)m-b(x)(2,3,c,k)+b(x+1)(2,3,c,k) 

其中:若 m<1，表示 F(x) (2,3,c,k)+2<2+3， 

   此時(F(x) (2,3,c,k)+g)-A(2,3,F(x)+2,k)<3  ∴F(x)(2,3,c,k)+2 為 F 值  

       ∴若 m<1，則 F(x+1)(2,3,c,k)=F(x)(2,3,c,k)+2 

5.由 n 與 n+2 之間的關係和 F(x)(2,3,c,k)與 F(x+1)(2,3,c,k)之間的關係，推展下列公式 
              
 
          

其中:F(x+1)(2,3,c,k)7n>F(x)(2,3,c,k) 

※各項符號請詳見 p.10 

n+2 1 2 2+1 2+2 2+3 2+4 2+5 ... 2+n-1 2+n 

n   n-22 n-11 n0 1 2 ... n-4 n-3 

A(2,3,n+2,k) 

-A(2,3,n,k) 

  (2+1) 

-(n-2) 

=2+3-n 

(2+2) 

-(n+1) 

=2+3-n 

(2+3)-n

=2+3-n 

(2+4)-1

=2+3 

(2+5)-2

=2+3 

... (2+n-1)

-(n-4) 

=2+3 

(2+n) 

-(n-3)

=2+3 

A(2,3,n,k)=(2+3) g
)(F-n k)c,(g,3,x

-b(x)(g,3,c,k)  

 = ]31)b(x[n 2
n)1(F

k)c,(2,3,
k),c,2,(g −+++− x

  

k=s 為第 1個淘汰(A2,3,s,s=1)，s-A2,3,s,s=s-1=k-1 

k=s-1 為第 2個淘汰(A2,3,s,s-1=2)，s-A2,3,s,s-1=s-2=(s-1)-1=k-1 
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（三）α=3 
當殺 3留 3時,c3,n=1 情況如表十六,c3,n=2 情況如表十七,c3,n=3 情況如表十八, 
表十六、殺 3留 3(c3,n=1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

表十七、殺 3留 3(c3,n=2) 

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
1 10           
4 40 31 22 13        
7 61 52 43 70 34 25 16     
10 55 46 100 64 91 82 73 37 28 19  
13 112 103 67 121 58 49 130 94 85 76 ... 
16 412 160 124 511 115 106 610 151 142 133 ... 
19 109 613 181 118 171 163 127 514 415 190 ... 
22 166 1210 517 175 418 220 184 1111 1012 616 ... 
25 223 187 1114 232 1015 619 241 178 169 1213 ... 
28 280 244 1711 424 1612 1216 523 235 226 1810 ... 
31 625 301 238 1021 229 1813 1120 292 283 247 ... 
34 1222 529 295 1618 286 2410 1717 430 340 304 ... 
37 1819 1126 352 2215 343 307 2314 1027 631 361 ... 
40 2416 1723 436 2812 400 364 2911 1624 1228 535 ... 

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
2 20 11          
5 41 50 32 23 14       
8 53 62 44 80 71 35 26 17    
11 110 47 101 65 56 92 83 74 38 29 110 

14 68 104 59 122 113 410 140 131 95 86 ... 
17 125 161 116 413 170 107 611 512 152 143 ... 
20 182 515 173 1010 614 164 128 119 416 200 ... 
23 419 1112 230 167 1211 221 185 176 1013 617 ... 
26 1016 179 620 224 188 521 242 233 1610 1214 ... 
29 1613 236 1217 281 245 1118 425 290 227 1811 ... 
32 2210 293 1814 527 302 1715 1022 626 284 248 ... 
35 287 350 2411 1124 431 2312 1619 1223 341 305 ... 
38 344 632 308 1721 1028 299 2216 1820 533 361 ... 
41 401 1229 365 2318 1625 356 2813 2417 1130 437 ... 
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表十八、殺 3留 3(c3,n=3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

S其中:塗綠色表示 k=1~c3,n 值數字， 
塗黃色表示 mod(k-1,3)+1=1 
塗橘色表示 mod(k-1,3)+1=2 
塗紅色表示 mod(k-1,3)+1=3 

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
3 30 21 12         
6 60 51 42 33 24 15      
9 63 54 45 90 81 72 36 27 18   
12 120 111 102 66 57 48 93 84 75 39 ... 
15 69 510 411 123 114 105 150 141 132 96 ... 
18 126 117 108 180 171 162 612 513 414 153 ... 
21 183 174 165 615 516 417 129 1110 1011 210 ... 
24 240 231 222 1212 1113 1014 186 177 168 618 ... 
27 621 522 423 189 1710 1611 243 234 225 1215 ... 
30 1218 1119 1020 246 237 228 300 291 282 1812 ... 
33 1815 1716 1617 303 294 285 627 528 429 249 ... 
36 2412 2313 2214 360 351 342 1224 1125 1026 306 ... 
39 309 2910 2811 633 534 435 1821 1722 1623 363 ... 
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α=3，β=3 

1.(1)將 n+3 個數中先殺掉 3，剩下數有 n個(n+3-3 個)。 

(2)由於 n+3 個數中已經殺掉 3，再下就是留 3 ； 但是 n個數中是殺 3。   

     為了讓 n個數與 n+3 個數中再來都是留 3，所以將 n個數中從後面  

     搬 3 個數往前補(也就是數字 n、n-1 和 n-2 前補)  

(3)如此 n個數與 n+3 個數中都是留 3，n個數與 n+3 個數中的殺和留相對  

2.(1)若 A(3,3,n,k)≠n-2~n : A(3,3,n+g,k)-A(3,3,n,k)=3+3t[n+3-(3+3)-n]-(n-n)=-3 

(2-1)若 A(3,3,n,k)＝n-2~n : n 為 F(3,3,c,k)值，且 n-n=0...n-(n-2)=2  ∴b(3,3,c,k)<3  

(2-2) b(x)(3,3,c,k)+F(x)(3,3,c,k)+3=3+1+2 或 3+2+1 或 3+3+0   ∴b(x)(3,3,c,k)+F(x)(3,3,c,k)+3=3+3  

3.設 k=s，mod(s-1,3)+1=c(3,n) 

  則 k=s-2 和 s-1，mod(s-3,3)+1 和 mod(s-2,3)+1≠c(3,n) 

  但是 mod(n-1,3)+1=c(3,n)，所以當 k=s-2~s，第一個數會落在 n=s 
 

 
 
 

   

由上表推論: 

   (1)當 k=s-2~s 時，第一個數會落在 n=s，筆者將此 s設為 y(3,c)， 因此推論 y(3,c)值公式: 

       設 mod(y(3,c)-1,3)+1=c(3,n)；其中 y(3,c)≧k>y(3,c)-3  

    (2)由 s-A(3,3,s,s)~s-A(3,3,s,s-2)=k-1 的條件推論至 F(1)(3,3,c,k)及 b(1)(3,3,c,k)值: 

        F(1)(3,3,c,k) =y(3,c)+ ][3 3
1-k  

        b(1)(3,3,c,k)=mod(k-1,3)  

4.F(x)(3,3,c,k) 及 b(x)(3,3,c,k)演算過程如下: 

  F(x)(3,3,c,k)+3m-b(x+1)(3,3,c,k)=(3+3)m-b(x)(3,3,c,k) 

  F(x)(3,3,c,k)=3m-b(x)(3,3,c,k)+b(x+1)(3,3,c,k) 

  F(x+1)(3,3,c,k)=3m-b(x)(3,3,c,k)+b(x+1)(3,3,c,k)+3m=(3+3)m-b(x)(3,3,c,k)+b(x+1)(3,3,c,k) 

  因此得結論: 

  F(x)(3,3,c,k)=3m-b(x)(3,3,c,k)+b(x+1)(3,3,c,k) 

  F(x+1)(3,3,c,k)=(3+3)m-b(x)(3,3,c,k)+b(x+1)(3,3,c,k) 

其中:若 m<1，表示 F(x) (3,3,c,k)+3<3+3， 

   此時(F(x) (3,3,c,k)+g)-A(3,3,F(x)+3,k)<3  ∴F(x)(3,3,c,k)+3 為 F 值  

       ∴若 m<1，則 F(x+1)(3,3,c,k)=F(x)(3,3,c,k)+3 

5.由 n 與 n+3 之間的關係和 F(x)(3,3,c,k)與 F(x+1)(3,3,c,k)之間的關係，推展下列公式 
              
 
          
 
其中:F(x+1)(3,3,c,k)7n>F(x)(3,3,c,k) 
        
          ※各項符號請詳見 p.11 

n+3 1 2 3 3+1 3+2 3+3 3+4 ... 3+n-1 3+n 

n    n-22 n-11 n0 1 ... n-4 n-3 

A(3,3,n+3,k) 

-A(3,3,n,k) 
   (3+1)- 

(n-2) 
=3+3-n 

(3+2)- 
(n+1) 
=3+3-n 

(3+3)-n
=3+3-n 

(3+4)-1
=3+3 

... (3+n)-1 
-(n-4) 
=3+3 

(3+n) 
-(n-3) 
=3+3 

A(3,3,n,k)=(3+3) 3
)(F-n k)c,(3,3,x

-b(x)(3,3,c,k)  

 = ]31)b(x[n 3
n)1(F

k)c,(3,3,
k),c,3,(3 −+++− x

  

k=s 為第 1個淘汰(A3,3,s,s=1)，s-A3,3,s,s=s-1=k-1 

k=s-1 為第 2個淘汰(A3,3,s,s-1=2)，s-A3,3,s,s-1=s-2=(s-1)-1=k-1 

k=s-2 為第 3個淘汰(A3,3,s,s-2=3)，s-A3,3,s,s-2=s-3=(s-2)-1=k-1 
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（四）α=g 
α=g，β=3 

1.(1)將 n+g 個數中先殺掉 g，剩下數有 n個(n+g-g 個)。 
(2)由於 n+g 個數中已經殺掉 g，再下就是留 3 ； 但是 n個數中是殺 g。   

     為了讓 n個數與 n+g 個數中再來都是留 3，所以將 n個數中從後面  
     搬 3 個數往前補(也就是數字 n、n-1 和 n-2 前補)  
(3)如此 n個數與 n+g 個數中都是留 3，n個數與 n+g 個數中的殺和留相對  

2.(1)若 A(g,3,n,k)≠n-2~n : A(g,3,n+g,k)-A(g,3,n,k)=g+3t[n+g-(g+3)-n]-(n-n)=-3 

(2-1)若 A(g,3,n,k)＝n-2~n : n 為 F(g,3,c,k)值，且 n-n=0...n-(n-2)=2  ∴b(g,3,c,k)<3  
(2-2) b(x)(g,3,c,k)+F(x)(g,3,c,k)+g=g+1+2 或 g+2+1 或 g+3+0   ∴b(x)(g,3,c,k)+F(x)(g,3,c,k)+g=g+3  

3.設 k=s，mod(s-1,g)+1=c(g,n) 
  則 k=s-g+1~s-1，mod(s-g,g)+1~mod(s-2,g)+1≠c(g,n) 
  但是 mod(n-1,g)+1=c(g,n)，所以當 k=s-g+1~s，第一個數會落在 n=s 
 

 
 
 

 

 

  由上推論: 

   (1)當 k=s-g+1~s 時，第一個數會落在 n=s，筆者將 s設為 y(g,c)， 因此推論 y(g,c)值公式: 
       設 mod(y(g,c)-1,g)+1=c(g,n)；其中 y(g,c)≧k>y(g,c)-g  
    (2)由 s-A(g,3,s,s)~s-A(g,3,s,s-g+1)=k-1 的條件推論至 F(1)(g,3,c,k)及 b(1)(g,3,c,k)值: 

        F(1)(g,3,c,k) =y(g,c)+ ][g 3
1-k  

        b(1)(g,3,c,k)=mod(k-1,g)  

4.F(x)(g,3,c,k) 及 b(x)(g,3,c,k)演算過程如下: 

  F(x)(g,3,c,k)+gm-b(x+1)(g,3,c,k)=(g+3)m-b(x)(g,3,c,k) 
  F(x)(g,3,c,k)=3m-b(x)(g,3,c,k)+b(x+1)(g,3,c,k) 
  F(x+1)(g,3,c,k)=3m-b(x)(g,3,c,k)+b(x+1)(g,3,c,k)+gm=(g+3)m-b(x)(g,3,c,k)+b(x+1)(g,3,c,k) 

  因此得結論: 

  F(x)(g,3,c,k)=3m-b(x)(g,3,c,k)+b(x+1)(g,3,c,k) 
  F(x+1)(g,3,c,k)=(g+3)m-b(x)(g,3,c,k)+b(x+1)(g,3,c,k) 

其中:若 m<1，表示 F(x) (g,3,c,k)+g<g+3， 

   此時(F(x) (g,3,c,k)+g)-A(g,3,F(x)+g,k)<3  ∴F(x)(g,3,c,k)+g 為 F 值  
       ∴若 m<1，則 F(x+1)(g,3,c,k)=F(x)(g,3,c,k)+g 
5.由 n 與 n+g 之間的關係和 F(x)(g,3,c,k)與 F(x+1)(g,3,c,k)之間的關係，推展下列公式 

              
 
 
 
其中:F(x+1)(g,3,c,k)7n>F(x)(g,3,c,k) 

                   ※各項符號請詳見 p.11 

n+g 1 2 ... g g+1 g+2 g+3 g+4 ... g+n-1 g+n 

n     n-22 n-11 n0 1 ... n-4 n-3 

A(g,3,n+g,k) 

-A(g,3,n,k) 
    (g+1)- 

(n-2) 
=g+3-n 

(g+2)- 
(n+1) 
=g+3-n 

(g+3)-n
=g+3-n 

(g+4)-1
=g+3 

... (g+n-1) 
-(n-4) 
=g+3 

(g+n) 
-(n-3) 
=g+3 

A(g,3,n,k)=(g+3) g
)(F-n k)c,(g,3,x

-b(x)(g,3,c,k)  

 = ]31)b(x[n g
n)1(F

k)c,(g,3,
k),c,3,(g −+++− x

k=s 為第 1個淘汰(Ag,3,s,s=1)，s-Ag,3,s,s=s-1=k-1 
k=s-1 為第 2個淘汰(Ag,3,s,s-1=2)，s-Ag,3,s,s-1=s-2=(s-1)-1=k-1 

... 
k=s-g+2 為第 g-1 個淘汰(Ag,3,s,s-g+2=g-1)，s-Ag,3,s,s-g+2=s-g+1=(s-g+2)-1=k-1 
k=s-g+1 為第 g個淘汰(Ag,3,s,s-g+1=g)，s-Ag,3,s,s-g+1=s-g=(s-g+1)-1=k-1 
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四、α=g，β=h 

1.(1)將 n+g 個數中先殺掉 g，剩下數有 n個(n+g-g 個)。 
(2)由於 n+g 個數中已經殺掉 g，再下就是留 h ； 但是 n個數中是殺 g。   

     為了讓 n個數與 n+g 個數中再來都是留 h，所以將 n個數中從後面  
     搬 h 個數往前補(也就是數字 n-h+1~n 前補)  
(3)如此 n個數與 n+g 個數中都是留 h，n個數與 n+g 個數中的殺和留相對  

2.(1)若 A(g,h,n,k)≠n-h+1~n : A(g,h,n+g,k)-A(g,h,n,k)=g+ht[n+g-(g+h)-n]-(n-n)=-h 

(2-1)若 A(g,h,n,k)＝n-h+1~n : n 為 F(g,h,c,k)值，且 n-n=0...n-(n-h+1)=h-1  ∴b(g,h,c,k)<h  
(2-2) b(x)(g,h,c,k)+F(x)(g,h,c,k)+g=g+1+h-1 或 g+2+h-2 ...或 g+h+0 
    ∴b(x)(g,h,c,k)+F(x)(g,h,c,k)+g=g+h  

3.設 k=s，mod(s-1,g)+1=c(g,n) 
  則 k=s-g+1~s-1，mod(s-g,g)+1~mod(s-2,g)+1≠c(g,n) 
  但是 mod(n-1,g)+1=c(g,n)，所以當 k=s-g+1~s，第一個數會落在 n=s 
 

 
 
 

 

 

  由上推論: 

   (1)當 k=s-g+1~s 時，第一個數會落在 n=s，筆者將 s設為 y(g,c)， 因此推論 y(g,c)值公式: 
       設 mod(y(g,c)-1,g)+1=c(g,n)；其中 y(g,c)≧k>y(g,c)-g  

(2)由 s-A(g,h,s,s)~s-A(g,h,s,s-g+1)=k-1 的條件推論至 F(1)(g,h,c,k)及 b(1)(g,h,c,k)值: 

        F(1)(g,h,c,k) =y(g,c)+ ][g h
1-k  

        b(1)(g,h,c,k)=mod(k-1,g)  

4.F(x)(g,h,c,k) 及 b(x)(g,h,c,k)演算過程如下: 

  F(x)(g,h,c,k)+gm-b(x+1)(g,h,c,k)=(g+h)m-b(x)(g,h,c,k) 
  F(x)(g,h,c,k)=hm-b(x)(g,h,c,k)+b(x+1)(g,h,c,k) 
  F(x+1)(g,h,c,k)=hm-b(x)(g,h,c,k)+b(x+1)(g,h,c,k)+gm=(g+h)m-b(x)(g,h,c,k)+b(x+1)(g,h,c,k) 

  因此得結論: 

  F(x)(g,h,c,k)=hm-b(x)(g,h,c,k)+b(x+1)(g,h,c,k) 
  F(x+1)(g,h,c,k)=(g+h)m-b(x)(g,h,c,k)+b(x+1)(g,h,c,k) 

其中:若 m<1，表示 F(x) (g,h,c,k)+g<g+h， 

   此時(F(x) (g,h,c,k)+g)-A(g,h,F(x)+g,k)<h  ∴F(x)(g,h,c,k)+g 為 F 值  
       ∴若 m<1，則 F(x+1)(g,h,c,k)=F(x)(g,h,c,k)+g 
5.由 n 與 n+g 之間的關係和 F(x)(g,h,c,k)與 F(x+1)(g,h,c,k)之間的關係，推展下列公式 

              
 
          

其中:F(x+1)(g,h,c,k)7n>F(x)(g,h,c,k) 
        
            ※各項符號請詳見 p.12 

n+g 1 2 ... g g+1 g+2 ... g+h g+h+1 ... g+n-1 g+n 

n     n-h+1h-1 n-h+2h-2 ... n0 1 ... n-h-1 n-h 

A(g,h,n+g,k) 

-A(g,h,n,k) 
    (g+1)- 

(n-h+1) 
=g+h-n 

(g+2)- 
(n-h+2)
=g+h-n 

... (g+h) 
-n 
=g+h-n 

(g+h+1) 
-1 
=g+h 

... (g+n-1) 
-(n-h-1) 
=g+h 

(g+n) 
-(n-h) 
=g+h 

k=s 為第 1個淘汰(A(g,h,s,s)=1)，s-A(g,h,s,s)=s-1=k-1 
k=s-1 為第 2個淘汰(A(g,h,s,s-1)=2)，s-A(g,h,s-1,s-1)=s-2=(s-1)-1=k-1 

... 
k=s-g+2 為第 g-1 個淘汰(Ag,h,s,s-g+2=g-1)，s-Ag,h,s,s-g+2=s-g+1=(s-g+2)-1=k-1 
k=s-g+1 為第 g個淘汰(Ag,h,s,s-g+1=g)，s-Ag,h,s,s-g+1=s-g=(s-g+1)-1=k-1 

A(g,h,n,k)=(g+h) g
)(F-n k)c,h,(g,x

-b(x)(g,h,c,k)  

 = ]h1)b(x[n g
n)1(F

k)h,c,(g,
k),c,h,(g −+++− x
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五、m之探討 
 
推算 F(x)(α,β,c,k)及 b(x)(α,β,c,k) 其中:x≠1 
F(x)(α,β,c,k)及 b(x)(α,β,c,k)演算過程如下: 
F(x)(α,β,c,k)+αm-b(x+1)(α,β,c,k)= (α+β)m-b(x)(α,β,c,k) 

F(x)(α,β,c,k)= βm-b(x)(α,β,c,k)+b(x+1)(α,β,c,k) 

F(x+1)(α,β,c,k) =β(m+1)-b(x)(α,β,c,k) +b(x+1)(α,β,c,k) +αm 

             =(α+β)m-b(x)(α,β,c,k)+b(x+1)(α,β,c,k) 

因此得結論: 

  F(x)(α,β,c,k)= βm-b(x)(α,β,c,k)+b(x+1)(α,β,c,k) 

F(x+1)(α,β,c,k)= (α+β)m-b(x)(α,β,c,k)+b(x+1)(α,β,c,k) 

 

證明:F(x)(α,β,c,k)= βm-b(x)(α,β,c,k)+b(x+1)(α,β,c,k)中的 m+1 及 b(x+1)α,β,c,k 值只有唯一一組解 

   設有一標準標準，m為 p: 

      F(x)(α,β,c,k)= βp-b(x)(α,β,c,k)+b(x+1)(α,β,c,k) 

    b 值定義:β>b70 

      若 m=p+1：F(x)(α,β,c,k)= β(p+1)-b(x)(α,β,c,k)+[b(x+1)(α,β,c,k)+β]Fb(x+1)α,β,c,k7β（矛盾） 

      若 m=p-1：F(x)(α,β,c,k)= β(p+1)-b(x)(α,β,c,k)+[b(x+1)(α,β,c,k) -β]Fb(x+1)α,β,c,k<0（矛盾） 

    因此 m有一數標準 p是成立的! 
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六、第 k個淘汰與倒數第 k個留下 
 
在去年四十五屆中小學全國科展國小組中，有一題新竹縣小朋友的作品，題目是當殺 1 留β
時，任意第 k個淘汰數。而本篇是當殺α留β時，任意倒數第 k個留下。筆者以殺 1留 1情形
來分析。兩篇情形如表二十一及表二十二，比較如表二十三 

表二十一、第 k個淘汰 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

表二十二、倒數第 k個留下 

  

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
1 10            

2 11 20           
3 12 30 21          
4 13 31 22 40         
5 14 32 50 41 23        
6 15 33 51 24 50 42       
7 16 34 52 70 43 25 61      
8 17 35 53 71 26 62 44 80     
9 18 36 54 72 90 45 81 63 27    
10 19 37 55 73 91 28 64 100 82 46   
11 110 38 56 74 92 110 47 83 29 101 65  
12 111 39 57 75 93 111 210 66 102 48 120 84 

n k 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
1 10            
2 20 11           
3 21 30 12          
4 40 22 31 13         
5 23 41 50 32 14        
6 42 60 24 51 33 15       
7 61 25 43 70 52 34 16      
8 80 44 62 26 71 53 35 17     
9 27 63 81 45 90 72 54 36 18    
10 46 82 100 64 28 91 73 55 37 19   
11 65 101 29 83 47 110 92 74 56 38 110  
12 84 120 48 102 66 210 111 93 75 57 39 111 
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表二十三、第 k個淘汰與倒數第 k個留下比較 

情形 比較 

第 k個淘汰 k=1 k=2 k=3 ... k=n-2 k=n-1 k=n 

倒數第 k個留下 k=n k=n-1 k=n-2 ... k=3 k=2 k=1 

相加 n+1 n+1 n+1 ... n+1 n+1 n+1 

 

推論: 
  第 k 個淘汰=倒數第 n+1-k 個留下 

  倒數第 k個留下=第 n+1-k 個淘汰 
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七、可行性分析 

1. α
βα nxF −+ c.k,,)1(

是否為整數? 

分析如下表二十四 

表二十四、 α
βα nxF −+ c.k,,)1(

整除可行性 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

S其中:F(x+1)α,β,c,k= αx+c；n=αy+c，x>y 

 

2. α
βα c.k,,)(-n xF

是否為整數? 

α
βα c.k,,)(-n xF

與 α
βα c.k,,)1( nxF −+

的意思相同，皆可以同樣的方法解決，如下表二十五 

表二十五、 α
βα c.k,,)(-n xF

整除可行性 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

S其中: n=αx+c；F(x+1)α,β,c,k=αy+c，x>y 

α c 演算過程 結果 是否能被α整除 

1 1 (1x+1)-(1y+1) 1(x-y) V 

1 (2x+1)-(2y+1) 2(x-y) V 2 

2 (2x+2)-(2y+2) 2(x-y) V 

1 (3x+1)-(3y+1) 3(x-y) V 

2 (3x+2)-(3y+2) 3(x-y) V 

3 

3 (3x+3)-(3y+3) 3(x-y) V 

α c (αx+c)-(αy+c) α(x-y) V 

α c 演算過程 結果 是否能被α整除 

1 1 (1x+1)-(1y+1) 1(x-y) V 

1 (2x+1)-(2y+1) 2(x-y) V 2 

2 (2x+2)-(2y+2) 2(x-y) V 

1 (3x+1)-(3y+1) 3(x-y) V 

2 (3x+2)-(3y+2) 3(x-y) V 

3 

3 (3x+3)-(3y+3) 3(x-y) V 

α c (αx+c)-(αy+c) α(x-y) V 
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伍、結論與應用 
 設α=g，β=h 

1.cg,n=mod(n-1,g)+1 
   2.設 mod(yg,c-1,g)+1=cg,n 

其中 yg,c7k>yg,c-g 
3.F(1) g,h,c,k =yg,c+ ][g h

1-k  

4.b(1) g,h,c,k =mod(k-1,h) 
5.F(x) g,h,c,k=h(m+1)-b(x) g,h,c,k+b(x+1) g,h,c,k 

     F(x+1) g,h,c,k=(g+h)(m+1)-b(x) g,h,c,k+b(x+1) g,h,c,k  
  若 m+1∉N: 

  F(x+1) g,h,c,k=F(x) g,h,c,k+g 
 
 
 

 

 

Ag,h,n,k=(g+h) g
)(-n kc,h,g,xF

-b(x) g,h,c,k 其中:F(x+1)g,h,c,k7n>F(x)g,h,c,k 

= ]1)b(x[ ,,,)1(
kc,h,g, g

nxF kchghn −+++−  其中:F(x+1)g,h,c,k7n>F(x)g,h,c,k 
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評語 

 

 對於作品的製作頗費心思。然而本問題進一步的發展的空間十分

有限。 
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