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摘要 

本研究探討將連續正整數 1 至 𝑛 依大小交錯排列所形成的「波浪數列」，其定義如下：

除了首項與末項外，每一項皆大於或小於其相鄰兩項。我們分析在最大數為 𝑛 時，波浪數列

的各種情形與其在數量上的對應關係，從中歸納出排列的規律，並推導當首項為 𝑘 時的排法

總數，進而求出所有波浪數列的排法總數。 

 

壹、前言 

一、研究動機 

  近期聽音樂時發現一種隨著音樂響度伸縮的圖形（如右

圖），我們將此圖形看成一高一低的矩形併排，十分好奇會有

幾種排列方式，於是這引起了我們研究的興致，想要深入瞭解

與探討。本研究的波浪數列即是以此圖作為發想的起點，聚焦

在討論其高低交錯排列的特殊情況。此次研究也讓我們提早接

觸八年級下學期的課程，如數列、函數，和高一下學期的課

程，如排列組合。 

 

二、研究目的 

(一) 探討波浪數列之間的關係與規律。 

(二) 推導並證明長度、首項固定的波浪數列排法總數。 

(三) 推導並證明長度固定的波浪數列排法總數。 

 

三、文獻回顧 

(一) 本文所探討的波浪數列也被稱為交替排列（Alternating Permutation），最早在 19 世

紀被法國數學家 Désiré André 發現並研究，其生成函數為 sec 𝑥 + tan 𝑥，不過相關的

文獻資料並不多。因此希望藉由這次研究的機會，更加瞭解此類型數列。 

(二) 有些學者只考慮首項小於第二項的情形，其排法總數又被稱為 Zigzag Numbers。若

長度為 𝑛 且首項小於第二項的波浪數列之排法總數為 𝑈𝑛，則有以下遞迴關係：

2𝑈𝑛+1 = ∑ (𝑛
𝑘

)𝑛
𝑘=0 𝑈𝑛𝑈𝑛−𝑘。然而我們為求排法總數的完整性，也將首項大於第二項

的數列納入計算。 

 

圖片來源：ChatGPT生成 
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貳、研究設備及器材 

紙、筆、USL連接方塊、電腦、GeoGebra、Microsoft Word、Python 

 

參、研究過程或方法 

一、定義波浪數列 

  為了方便說明，我們先定義本次研究所探討的數列。依照數值大小交錯排列的數列，

若以直方圖呈現，其形狀會如同波浪一般，因此我們稱之為「波浪數列」。以下是波浪

數列的定義： 

【波浪數列】 

  假設  〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛  為正整數  1, 2, … , 𝑛 的一種排列。若對於所有  𝑖 ∈ {2, 3, … , 𝑛 − 1}， 

皆滿足  𝑎𝑖 > 𝑎𝑖−1 且 𝑎𝑖 > 𝑎𝑖+1，或 𝑎𝑖 < 𝑎𝑖−1 且 𝑎𝑖 < 𝑎𝑖+1，則稱 〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛  為「長度為 𝒏 

的波浪數列」。 

例如在數列 〈2,3,1,5,4〉 中，因為 3 大於左右兩側的 2 和 1，1 小於左右兩側的 3 和

 5，5 大於左右兩側的 1 和 4，所以 〈2,3,1,5,4〉 是長度為 5 的波浪數列。 

                             

而數列 〈1,3,5,2,4〉 中，因為 3 大於左側的 1，但是小於右側的 5，所以 〈1,3,5,2,4〉 

不是波浪數列。 

 

二、基本定義與符號說明 

  以下為本研究使用之符號與名詞解釋： 

(一) 𝑆𝑛：長度為 𝑛 的波浪數列之排法總數。 

例如長度為 4 的波浪數列共有 〈1,3,2,4〉、〈1,4,2,3〉、〈2,1,4,3〉、〈2,3,1,4〉、〈2,4,1,3〉、

〈3,1,4,2〉、〈3,2,4,1〉、〈3,4,1,2〉、〈4,1,3,2〉、〈4,2,3,1〉 十種排法，故 𝑆4 = 10。 

 

向上數列 向下數列 
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(二) 𝐴𝑛,𝑘：長度為 𝑛、首項為 𝑘 的波浪數列之排法總數。 

例如長度為 4、首項為 2 的波浪數列共有 〈2,1,4,3〉、〈2,3,1,4〉、〈2,4,1,3〉 三種排法，

故 𝐴4,2 = 3。 

(三) 向上數列：𝑎1 < 𝑎2 的波浪數列。 

例如在波浪數列 〈1,3,2,4〉 中，𝑎1 = 1 < 3 = 𝑎2，故 〈1,3,2,4〉 為向上數列 。 

(四) 向下數列：𝑎1 > 𝑎2 的波浪數列。 

例如在波浪數列 〈2,1,4,3〉 中，𝑎1 = 2 > 1 = 𝑎2，故 〈2,1,4,3〉 為向下數列 。 

(五) 𝑆𝑛
𝐷：長度為 𝑛 的向下數列之排法總數。 

例如長度為 4 的向下數列共有 〈2,1,4,3〉、〈3,1,4,2〉、〈3,2,4,1〉、〈4,1,3,2〉、〈4,2,3,1〉 五

種排法，故 𝑆4
𝐷 = 5。 

另外，為了方便推論，我們定義 𝑆0
𝐷 ≔ 1 以及 𝑆1

𝐷 ≔ 1。 

(六) 𝑈𝑛,𝑘：長度為 𝑛、首項為 𝑘 的向上數列之排法總數。 

例如長度為 4、首項為 2 的向上數列共有 〈2,3,1,4〉、〈2,4,1,3〉 兩種排法，故 𝑈4,2 = 2。 

(七) 𝐷𝑛,𝑘：長度為 𝑛、首項為 𝑘 的向下數列之排法總數。 

例如長度為 4、首項為 2 的向下數列只有 〈2,1,4,3〉 一種排法，故 𝐷4,2 = 1。 

 

三、運用程式提高研究效率 

剛開始進行研究時，我們使用紙筆將所有的波浪數列逐一寫下，求得其排法總數。

但是當長度 𝑛 增加時，其排法總數快速增加，很容易漏算或是重複計算。為了提高研

究效率，我們使用 Python 撰寫程式，並利用同時大於或小於相鄰兩項的條件，使其產

生給定長度的波浪數列之排法總數。 

下圖為我們為了求得向下數列所使用的程式碼。其右方呈現的是長度為 5的向下數

列，共有 16個，其中 2 1 4 3 5 表示波浪數列 〈2,1,4,3,5〉。 
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四、𝑨𝒏,𝒌 金字塔 

在求出 𝐴𝑛,𝑘 的前幾項後，我們將這些數排成類似巴斯卡三角形的陣列，稱之為

「 𝑨𝒏,𝒌 金字塔」，如下圖，其中第 𝑛 列第 𝑘 個數表示長度為 𝑛、首項為 𝑘 的波浪數列

之排法總數，例如長度為 4、首項為 2的波浪數列共有 〈2,1,4,3〉、〈2,3,1,4〉、〈2,4,1,3〉 三

種排法，故第 4列第 2個數為 3，即 𝐴4,2 = 3。 

 

  𝐴1,1   

  𝐴2,1 𝐴2,2   

 𝐴3,1 𝐴3,2 𝐴3,3  

 𝐴4,1 𝐴4,2 𝐴4,3 𝐴4,4  

𝐴5,1 𝐴5,2 𝐴5,3 𝐴5,4 𝐴5,5 
 

= 

  1   

  1 1   

 1 2 1  

 2 3 3 2  

5 7 8 7 5 
 

𝑨𝒏,𝒌 金字塔各項的關係 

 

  研究初期，我們將每個 𝐴𝑛,𝑘 依其位置排成金字塔，初步發現此金字塔的排列如同

巴斯卡三角形一樣左右對稱，且越靠近中間數值越大。我們透過觀察 𝐴𝑛,𝑘 金字塔找出

了許多關係與規律，它不只是美觀的視覺圖像，往後更協助我們觀察與歸納出數值之

間的遞迴關係。下圖為 10層的 𝐴𝑛,𝑘  金字塔： 

 

     1      

    1 1     

    1 2 1     

   2 3 3 2    

   5 7 8 7 5    

  16 21 24 24 21 16   

  61 77 88 92 88 77 61   

 272 333 378 402 402 378 333 272  

 1385 1657 1868 2002 2048 2002 1868 1657 1385  

7936 9321 10434 11214 11616 11616 11214 10434 9321 7936 
 

𝑨𝒏,𝒌 金字塔 

 

  



5 

 

五、波浪數列的性質 

  為了方便說明，以下本文中所提到的  𝑚、𝑛 皆為正整數，數列  〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛  皆為正整數

 1,2,3, ⋯ , 𝑛 的一種排列。當給定一數列 〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛 ，我們稱 〈𝑛 + 1 − 𝑎𝑖〉𝑖=1

𝑛  為其「互補數列」。

以下圖為例，〈1,3,2,4〉 的互補數列為 〈4,2,3,1〉。 

 

           

互補數列 

 

我們觀察到一數列與其互補數列之間具有結構上的對稱性，為了進一步利用這項特性，

我們先證明以下引理，作為後續推導數量關係式的基礎。 

 

【引理一】 

(1) 若 〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛  為波浪數列，則其互補數列 〈𝑛 + 1 − 𝑎𝑖〉𝑖=1

𝑛  也是波浪數列。 

(2) 當 𝑛 ≥ 2 時，𝑈𝑛,𝑘 = 𝐷𝑛,𝑛+1−𝑘 

證明 (1)： 

  假設  〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛  為波浪數列，其互補數列為 〈𝑏𝑖〉𝑖=1

𝑛 。當 𝑖 ∈ {2,3, … , 𝑛 − 1}，不失一般性，

令 𝑎𝑖 > 𝑎𝑖−1 且 𝑎𝑖 > 𝑎𝑖+1，則 𝑏𝑖 = 𝑛 + 1 − 𝑎𝑖 < 𝑛 + 1 − 𝑎𝑖−1 = 𝑏𝑖−1 且 𝑏𝑖 = 𝑛 + 1 − 𝑎𝑖 < 𝑛 +

1 − 𝑎𝑖+1 = 𝑏𝑖+1。由此可知，〈𝑏𝑖〉𝑖=1
𝑛  也是波浪數列。 ■ 

 

證明 (2)： 

  設 〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛  是長度為 𝑛 (𝑛 ≥ 2)、首項為 𝑘 的向上數列，則由引理一 (1) 可知，其互補數列

 〈𝑛 + 1 − 𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛  是長度為 𝑛、首項為 𝑛 + 1 − 𝑘 的向下數列，故 𝑈𝑛,𝑘 = 𝐷𝑛,𝑛+1−𝑘。 ■ 
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以 𝒏 = 𝟒 為例：  

  如下圖，每一個波浪數列與其互補數列一一對應，因此可得 𝑈4,1 = 𝐷4,4+1−1 = 𝐷4,4、

𝑈4,2 = 𝐷4,4+1−2 = 𝐷4,3、𝑈4,3 = 𝐷4,4+1−3 = 𝐷4,2。  

 

 

「長度為 4 的向上數列」與「長度為 4 的向下數列」一一對應 

 

        另外，我們也發現在波浪數列中若數值差 1 的兩數不相鄰，則將這兩數交換所得的數列

仍然是波浪數列，證明如下： 

 

【引理二】 

若波浪數列中不相鄰的兩數其數值差 1，則將這兩數交換所得的數列仍為波浪數列。 

證明： 

設 𝑎 和 𝑎 + 1 為一波浪數列中不相鄰的兩數，則與 𝑎 和 𝑎 + 1 相鄰的兩數必同時大於

 𝑎 + 1 或同時小於 𝑎，所以交換這兩數的前後，並不會改變各自與其相鄰兩數的大小關係，

故將這兩數交換所得的數列仍為波浪數列。 ■ 

 

  如下圖，以波浪數列 〈6,4,5,2,3,1〉 為例，其中的 3 和 4 不相鄰且其數值相差 1，因此兩

者交換後的數列 〈6,3,5,2,4,1〉 仍為波浪數列。 

 

數字交換 

□ □ 
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  我們利用先前的 𝐴𝑛,𝑘 金字塔，發現了許多隱藏在其中的關係與規律，在此將它們整理

成以下性質並加以證明。 

 

        我們發現 𝐴𝑛,𝑘 金字塔中的每一列皆左右對稱，向上數列與向下數列的數量各佔該列總

數的一半，其證明如下： 

 

【性質一】𝑨𝒏,𝒌 金字塔左右對稱 

𝐴𝑛,𝑘 = 𝐴𝑛,𝑛+1−𝑘 

證明： 

  顯然地，𝐴1,1 = 𝐴1,1+1−1。根據引理一(2)，我們得知當  𝑛 ≥ 2  時，𝑈𝑛,𝑘 = 𝐷𝑛,𝑛+1−𝑘 且

 𝑈𝑛,𝑛+1−𝑘 = 𝐷𝑛,𝑘，所以 𝐴𝑛,𝑘 = 𝑈𝑛,𝑘 + 𝐷𝑛,𝑘 = 𝐷𝑛,𝑛+1−𝑘 + 𝑈𝑛,𝑛+1−𝑘 = 𝐴𝑛,𝑛+1−𝑘。 ■ 

 

【性質二】向上數列與向下數列排法總數各半 

當 𝑛 ≥ 2 時，𝑆𝑛
𝐷 =

1

2
𝑆𝑛 

證明： 

  藉由引理一 (2)，我們得知 𝑈𝑛,𝑘 = 𝐷𝑛,𝑛+1−𝑘，因此當 𝑛 ≥ 2 時， 

𝑆𝑛 = ∑ 𝐴𝑛,𝑘

𝑛

𝑘=1

= ∑(𝑈𝑛,𝑘 + 𝐷𝑛,𝑘)

𝑛

𝑘=1

= ∑(𝐷𝑛,𝑛+1−𝑘 + 𝐷𝑛,𝑘)

𝑛

𝑘=1

= 2 ∑ 𝐷𝑛,𝑘

𝑛

𝑘=1

= 2𝑆𝑛
𝐷 

故當 𝑛 ≥ 2，𝑆𝑛
𝐷 =

1

2
𝑆𝑛。 ■ 

 

  我們在 𝐴𝑛,𝑘 金字塔中發現許多規律與關係，例如每列的第一個數是前一列總和的一半，

如下圖： 

 

𝑨𝒏,𝒌 金字塔每列的第一個數是前一列總和的一半 
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舉例來說， 

𝐴6,1 = (𝐴5,1 + 𝐴5,2 + 𝐴5,3 + 𝐴5,4 + 𝐴5,5) ÷ 2 

= (5 + 7 + 8 + 7 + 5) ÷ 2 = 16。 

而一般情況為 

𝐴𝑛,1 =
1

2
∑ 𝐴𝑛−1,𝑘

𝑛−1

𝑘=1

=
1

2
𝑆𝑛−1 = 𝑆𝑛−1

𝐷   (𝑛 ≥ 2) 

 

        以下為我們的證明： 

【性質三】𝑨𝒏,𝟏 的規律 

𝐴𝑛,1 = 𝑆𝑛−1
𝐷  

證明： 

        因為波浪數列中，1 為最小的正整數，因此長度為 𝑛、首項為 1 的波浪數列皆為向上數

列，即 𝐴𝑛,1 = 𝑈𝑛,1。 

 

I. 假設  〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛  是長度為  𝑛、首項為  1 的向上數列，若將首項  1 刪去，會得到長度為 

 𝑛 − 1 的數列，令 〈𝑏𝑖〉𝑖=1
𝑛−1 = 〈𝑎𝑖+1 − 1〉𝑖=1

𝑛−1，此時 〈𝑏𝑖〉𝑖=1
𝑛−1 是長度為 𝑛 − 1 的波浪數列，

又 𝑎2 > 𝑎3，所以 𝑏1 > 𝑏2，即 〈𝑏𝑖〉𝑖=1
𝑛−1 是長度為 𝑛 − 1 的向下數列。 

II. 假設 〈𝑐𝑖〉𝑖=1
𝑛−1 是長度為 𝑛 − 1 的向下數列，令 𝑑1 = 1，且令 〈𝑑𝑖〉𝑖=2

𝑛 = 〈𝑐𝑖−1 + 1〉𝑖=2
𝑛 ，因

為 𝑑1 = 1 為最小正整數，所以 𝑑1 < 𝑑2，則 〈𝑑𝑖〉𝑖=1
𝑛  是長度為 𝑛、首項為 1 的向上數列。 

 

  由 I.、II. 可知「長度為 𝑛、首項為 1 的向上數列」與「長度為 𝑛 − 1 的向下數列」一一

對應，故 𝐴𝑛,1 = 𝑈𝑛,1 = 𝑆𝑛−1
𝐷 。 ■ 

 

以 𝒏 = 𝟓 為例：  

  「長度為 5、首項為 1的波浪數列」與「長度為 4的向下數列」之對應方式如下： 

I. 長度為 5、首項為 1的波浪數列→長度為 4的向下數列 

步驟 說明 示例 

Step 1 任取一個長度為 5、首項為 1的波浪數列 13254 

Step 2 刪除首項 1   3254 

Step 3 各項減 1即形成長度為 4的向下數列   2143 
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II. 長度為 4的向下數列→長度為 5、首項為 1的波浪數列 

步驟 說明 示例 

Step 1 任取一個長度為 4的向下數列   3142 

Step 2 各項加 1   4253 

Step 3 在最前方插入 1 即形成長度為 5、首項為 1的波浪數列 14253 

   

 

「長度為 5、首項為 1的波浪數列」與「長度為 4的向下數列」之對應關係如下圖： 

 

 

「長度為 5、首項為 1 的波浪數列」與「長度為 4 的向下數列」一一對應 

 

因此 𝐴5,1 = 𝑆4
𝐷。 □ 

 

  我們觀察 𝐴𝑛,𝑘 金字塔時，發現「長度為 𝑛、首項為 2 的波浪數列」數量等於「長度為 𝑛、

首項為 1 的波浪數列」數量加上「長度為 𝑛 − 1、首項為 1 的波浪數列」數量，這個關係式

的各項在金字塔中的位置如下圖所示： 

 

 

𝑨𝒏,𝒌 金字塔中 𝑨𝒏,𝟐 的規律 
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其證明如下： 

 

【性質四】𝑨𝒏,𝟐 的規律 

(1) 當 𝑛 ≥ 3 時，𝐴𝑛,2 = 𝐴𝑛,1 + 𝐴𝑛−1,1 

(2) 當 𝑛 ≥ 3 時，𝐴𝑛,2 = 𝑆𝑛−1
𝐷 + 𝑆𝑛−2

𝐷  

證明 (1)：  

        長度為 𝑛、首項為 2 的波浪數列可分成向上數列和向下數列，即 𝐴𝑛,2 = 𝑈𝑛,2 + 𝐷𝑛,2。 

 

  首先我們要證明 𝑈𝑛,2 = 𝑈𝑛,1： 

 

I. 假設 〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛  是長度為 𝑛、首項為 2 的向上數列，假設 〈𝑏𝑖〉𝑖=1

𝑛  是長度為 𝑛、首項為 1 的向

上數列，因這兩種數列中，數字 1、2 必不相鄰，所以由引理二可知 〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛  與 〈𝑏𝑖〉𝑖=1

𝑛  一

一對應，即 𝑈𝑛,2 = 𝑈𝑛,1。 

 

        接著我們要證明 𝐷𝑛,2 = 𝑈𝑛−1,1： 

 

II. 假設 〈𝑐𝑖〉𝑖=1
𝑛  是長度為 𝑛、首項為 2 的向下數列，因為 𝑐1 = 2，所以 𝑐2 必為 1。若將此數

列首項2刪去，會得到長度為  𝑛 − 1 的數列，令  𝑐2 = 𝑑1 = 1，且令  〈𝑑𝑖〉𝑖=2
𝑛−1 = 〈𝑐𝑖+1 −

1〉𝑖=2
𝑛−1，因為 𝑑1 = 1 < 𝑑2，所以 〈𝑑𝑖〉𝑖=1

𝑛−1 是長度為 𝑛 − 1、首項為 1 的向上數列。 

 

III. 假設  〈𝑒𝑖〉𝑖=1
𝑛−1 是長度為  𝑛 − 1、首項為  1 的向上數列，令  𝑓1 = 2、𝑓2 = 𝑒1 = 1，且令

 〈𝑓𝑖〉𝑖=3
𝑛 =  〈𝑒𝑖−1 + 1〉𝑖=3

𝑛 ，因為 𝑓1 = 2 > 1 = 𝑓2，所以 〈𝑓𝑖〉𝑖=1
𝑛  是長度為 𝑛、首項為 2 的向

下數列。 

 

  由 II.、III.可知「長度為 𝑛、首項為 2 的向下數列」與「長度為 𝑛 − 1、首項為 1 的向上

數列」一一對應，所以 𝐷𝑛,2 = 𝑈𝑛−1,1。 

 

  由 I.、II.、III.可得 

 

𝐴𝑛,2 = 𝑈𝑛,2 + 𝐷𝑛,2 = 𝑈𝑛,1 + 𝑈𝑛−1,1 = 𝐴𝑛,1 + 𝐴𝑛−1,1。 ■ 
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以 𝒏 = 𝟓 為例： 

        𝐴5,2、𝐴5,1、𝐴4,1 在 𝐴𝑛,𝑘 金字塔中的位置如下圖： 

 

     1      

    1 1     

   
 

1 2 1     

  
 

2 3 3 2    

   5 7 8 7 5    

  16 21 24 24 21 16   

  61 77 88 92 88 77 61   

5 + 2 = 7 

 

  將 𝐴5,1 加上 𝐴4,1，等於 𝐴5,2，即 𝐴5,2 = 𝐴5,1 + 𝐴4,1。 □ 

 

 

證明 (2)： 

  由性質三、性質四 (1) 可得 𝐴𝑛,2 = 𝐴𝑛,1 + 𝐴𝑛−1,1 = 𝑆𝑛−1
𝐷 + 𝑆𝑛−2

𝐷 。 ■ 

 

以 𝒏 = 𝟓 為例：  

  「長度為 5、首項為 2的向上數列」與「長度為 4的向下數列」之對應方式如下： 

 

I. 長度為 5、首項為 2的向上數列→長度為 4的向下數列 

步驟 說明 示例 

Step 1 任取一個長度為 5、首項為 2的向上數列 24153 

Step 2 刪除首項 2   4153 

Step 3 大於 2的各項減 1即形成長度為 4的向下數列   3142 

 

II. 長度為 4的向下數列→長度為 5、首項為 2的向上數列 

步驟 說明 示例 

Step 1 任取一個長度為 4的向下數列   4231 

Step 2 大於等於 2的各項加 1   5341 

Step 3 在最前方插入 2即形成長度為 5、首項為 2的向上數列 25341 
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  「長度為 5、首項為 2的向上數列」與「長度為 4的向下數列」之對應關係如下圖： 

 

 

「長度為 5、首項為 2 的向上數列」與「長度為 4 的向下數列」一一對應 

 

 

  「長度為 5、首項為 2的向下數列」與「長度為 3的向下數列」之對應方式如下： 

 

III. 長度為 5、首項為 2的向下數列→長度為 3的向下數列 

步驟 說明 示例 

Step 1 任取一個長度為 5、首項為 2的向下數列 21435 

Step 2 刪除前兩項 2,1     435 

Step 3 各項減 2 即形成長度為 3的向下數列     213 

 

IV. 長度為 3的向下數列→長度為 5、首項為 2的向下數列 

步驟 說明 示例 

Step 1 任取一個長度為 3的向下數列 312 

Step 2 各項加 2     534 

Step 3 在最前方插入 2,1 即形成長度為 5、首項為 2的向下數列 21534 

 

 

  「長度為 5、首項為 2的向下數列」與「長度為 3的向下數列」之對應關係如下圖： 

 

 

「長度為 5、首項為 2 的向下數列」與「長度為 3 的向下數列」一一對應 

 

因此 𝐴5,2 = 𝑈5,2 + 𝐷5,2 = 𝑆4
𝐷 + 𝑆3

𝐷。 □ 
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  觀察 𝐴𝑛,𝑘 金字塔時，我們發現「長度為 𝑛、首項為 3 的波浪數列」數量等於「長度為 𝑛、

首項為 1 的波浪數列」數量，加上「長度為 𝑛 − 1、首項為 1 的波浪數列」數量的 2 倍，減

去「長度為 𝑛 − 2、首項為 1 的波浪數列」數量，這個關係式之各項在金字塔中的位置如下

圖所示： 

 

𝑨𝒏,𝒌 金字塔中 𝑨𝒏,𝟑 的規律 

 

其證明如下： 

 

【性質五】𝑨𝒏,𝟑 的規律 

(1) 當 𝑛 ≥ 4 時，𝐴𝑛,3 = 𝐴𝑛,1 + 2𝐴𝑛−1,1 − 𝐴𝑛−2,1 

(2) 當 𝑛 ≥ 4 時，𝐴𝑛,3 = 𝑆𝑛−1
𝐷 + 2𝑆𝑛−2

𝐷 − 𝑆𝑛−3
𝐷  

證明 (1)： 

  欲證 𝐴𝑛,3 = 𝐴𝑛,1 + 2𝐴𝑛−1,1 − 𝐴𝑛−2,1，即證 𝐴𝑛,3 − 𝐴𝑛,2 = 𝐴𝑛−1,1 − 𝐴𝑛−2,1。 

 

  我們將「長度為 𝑛、首項為 2 的波浪數列」和「長度為 𝑛、首項為 3 的波浪數列」皆分     

成數字 2、3 相鄰與數字 2、3 不相鄰兩種情況，以 𝑋2、𝑋2
′、𝑋3、𝑋3

′  表示，其中 

𝑋2 = { 〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛  | 𝑎1 = 2、𝑎2 ≠ 3 }      𝑋2

′ = { 〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛  | 𝑎1 = 2、𝑎2 = 3 } 

𝑋3 = { 〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛  | 𝑎1 = 3、𝑎2 ≠ 2 }      𝑋3

′ = { 〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛  | 𝑎1 = 3、𝑎2 = 2 } 

以下分別討論其數量之間的關係： 

 

  首先我們證明 |𝑋3| = |𝑋2|： 

I. 若數字 2、3 不相鄰，則由引理二可知，將 𝑋3 中所有數列的數字 2、3 交換可得到 𝑋2，

因此|𝑋3| = |𝑋2|。 
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  接下來我們證明 |𝑋3
′ | = 𝐴𝑛−1,1： 

II. 任取 〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛 ∈ 𝑋3

′，若將 〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛  的首項 3 刪去，會得到長度為 𝑛 − 1 的數列，對於所有

的 𝑖 ∈ {1, 2, 3, … , 𝑛 − 1}，若 𝑎𝑖+1 > 3，則令 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖+1 − 1，若 𝑎𝑖+1 < 3，則令 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖+1，

可得數列 〈𝑏𝑖〉𝑖=1
𝑛−1 是長度為 𝑛 − 1、首項為 2 的向上數列，因數列中數字 1、2 必不相鄰，

所以由引理二知，數列 〈𝑏𝑖〉𝑖=1
𝑛−1 可對應到「長度為 𝑛 − 1、首項為 1 的波浪數列」。 

III. 假設 〈𝑐𝑖〉𝑖=1
𝑛−1 是長度為 𝑛 − 1、首項為 1 的波浪數列，因數列中數字 1、2 必不相鄰，所

以由引理二知，數列 〈𝑐𝑖〉𝑖=1
𝑛−1 可對應到長度為 𝑛 − 1、首項為 2 的向上數列 〈𝑑𝑖〉𝑖=1

𝑛−1。令

 𝑒1 = 3，對於所有的 𝑖 ∈ {2, 3, … , 𝑛}，若 𝑑𝑖−1 ≥ 3，則令 𝑒𝑖 = 𝑑𝑖−1 + 1，若 𝑑𝑖−1 < 3，則

令 𝑒𝑖 = 𝑑𝑖−1，因 𝑒1 = 3 > 2 = 𝑒2，故數列 〈𝑒𝑖〉𝑖=1
𝑛 ∈ 𝑋3

′。 

 

  再來我們證明 |𝑋2
′ | = 𝐴𝑛−2,1： 

IV. 任取 〈𝑓𝑖〉𝑖=1
𝑛 ∈ 𝑋2

′，若將 〈𝑓𝑖〉𝑖=1
𝑛  的前兩項 2、3 刪去，會得到長度為  𝑛 − 2 的數列，令

 𝑔1 = 𝑓3 = 1，且令 〈𝑔𝑖〉𝑖=2
𝑛−2 = 〈𝑓𝑖+2 − 2〉𝑖=2

𝑛−2，則數列 〈𝑔𝑖〉𝑖=1
𝑛−2 是長度為 𝑛 − 2、首項為 1 

的波浪數列。 

V. 假設 〈ℎ𝑖〉𝑖=1
𝑛−2 是長度為 𝑛 − 2、首項為 1 的波浪數列，令 𝑗1 = 2、𝑗2 = 3、𝑗3 = 1，且令

 〈𝑗𝑖〉𝑖=4
𝑛 = 〈ℎ𝑖−2 + 2〉𝑖=4

𝑛 ，因為 𝑗1 = 2 < 3 = 𝑗2，故數列 〈𝑗𝑖〉𝑖=1
𝑛 ∈ 𝑋2

′。 

 

  由 I.、II.、III.、IV.、V.可知 |𝑋3| = |𝑋2|、|𝑋3
′ | = 𝐴𝑛−1,1、|𝑋2

′ | = 𝐴𝑛−2,1，所以 

𝐴𝑛,3 − 𝐴𝑛,2 = (|𝑋3| + |𝑋3
′ |) − (|𝑋2| + |𝑋2

′ |) 

= |𝑋3
′ | − |𝑋2

′ | = 𝐴𝑛−1,1 − 𝐴𝑛−2,1 

故 𝐴𝑛,3 = 𝐴𝑛,2 + 𝐴𝑛−1,1 − 𝐴𝑛−2,1 = 𝐴𝑛,1 + 2𝐴𝑛−1,1 − 𝐴𝑛−2,1。 ■ 

 

以 𝒏 = 𝟓 為例： 

        𝐴5,3、𝐴5,1、𝐴4,1、𝐴3,1 在 𝐴𝑛,𝑘 金字塔中的位置如下圖： 

     1      

   
 

1 1     

   
 

1 2 1     

   2 3 3 2    

   5 7 8 7 5    

  16 21 24 24 21 16   

  61 77 88 92 88 77 61   

5 + 2 × 2 − 1 = 8 

  將 𝐴5,1 加上 𝐴4,1 的兩倍，再減掉 𝐴3,1，等於 𝐴5,3，即 𝐴5,3 = 𝐴5,1 + 2𝐴4,1 − 𝐴3,1。 □ 
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證明 (2)： 

由性質三、性質五 (1) 可得  

𝐴𝑛,3 = 𝐴𝑛,1 + 2𝐴𝑛−1,1 − 𝐴𝑛−2,1 = 𝑆𝑛−1
𝐷 + 2𝑆𝑛−2

𝐷 − 𝑆𝑛−3
𝐷 。■ 

 

以 𝒏 = 𝟓 為例：  

  我們將長度為 5 的波浪數列分成向上數列與向下數列兩部分討論，首先，我們考慮向上

數列。「長度為 5、首項為 3 的向上數列」、「長度為 4 的向下數列」以及「長度為 2 的向

下數列」之對應方式如下： 

I. 長度為 5、首項為 3的向上數列→長度為 4的向下數列 

步驟 說明 示例 

Step 1 任取一個長度為 5、首項為 3的向上數列 34152 

Step 2 刪除首項 3   4152 

Step 3 大於 3的各項減 1 即形成長度為 4的向下數列   3142 

 

II. 長度為 4、首項大於等於 3的向下數列→長度為 5、首項為 3的向上數列 

步驟 說明 示例 

Step 1 任取一個長度為 4、首項大於等於 3的向下數列   4132 

Step 2 大於等於 3的各項加 1   5142 

Step 3 在最前方插入 3 即形成長度為 5、首項為 3的向上數列 35142 

 

III. 長度為 4、首項小於 3的向下數列→長度為 5的數列→長度為 2的向下數列 

步驟 說明 示例 

Step 1 任取一個長度為 4、首項小於 3的向下數列   2143 

Step 2 大於等於 3的各項加 1   2154 

Step 3 在最前方插入 3 即形成長度為 5的數列（非波浪數列） 32154 

Step 4 刪除前三項 3,2,1       54 

Step 5 各項減 3 即形成長度為 2的向下數列       21 

 

IV. 長度為 2的向下數列→長度為 4、首項小於 3的向下數列 

步驟 說明 示例 

Step 1 任取一個長度為 2的向下數列     21 

Step 2 各項加 2     43 

Step 3 在最前方插入 2,1即形成長度為 4、首項小於 3的向下數列 2143 
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  「長度為 5、首項為 3 的向上數列」、「長度為 4 的向下數列」以及「長度為 2 的向下

數列」之對應關係如下圖： 

 

 

「長度為 5、首項為 3 的向上數列」、「長度為 4 的向下數列」以及「長度為 2 的向下數列」之對應關係 

 

  再來，我們將向下數列分成前兩項為 3,1以及 3,2兩種情況討論。「長度為 5、前兩項為

3,1的向下數列」與「長度為 3的向下數列」之對應方式如下： 

 

V. 長度為 5、前兩項為 3,1的向下數列→長度為 3的向下數列 

步驟 說明 示例 

Step 1 任取一個長度為 5、前兩項為 3,1的向下數列 31425 

Step 2 刪除前兩項 3,1     425 

Step 3 大於 3的各項減 2，數字 2減 1即形成長度為 3的向下數列     213 

 

VI. 長度為 3的向下數列→長度為 5、前兩項為 3,1的向下數列 

步驟 說明 示例 

Step 1 任取一個長度為 3的向下數列     312 

Step 2 大於 1的各項加 2，數字 1加 1     524 

Step 3 在最前方插入 3,1 即形成長度為 5、前兩項為 3,1的向下數列 31524 

 

  「長度為 5、前兩項為 3,2的向下數列」與「長度為 3的向下數列」之對應方式如下： 

 

VII. 長度為 5、前兩項為 3,2的向下數列→長度為 3的向下數列 

步驟 說明 示例 

Step 1 任取一個長度為 5、前兩項為 3,2的向下數列 32415 

Step 2 刪除前兩項 3,2     415 

Step 3 大於 3的各項減 2即形成長度為 3的向下數列     213 
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VIII. 長度為 3的向下數列→長度為 5、前兩項為 3,2的向下數列 

步驟 說明 示例 

Step 1 任取一個長度為 3的向下數列     312 

Step 2 大於 1的各項加 2     514 

Step 3 在最前方插入 3,2即形成長度為 5、前兩項為 3,2的向下數列 32514 

 

  「長度為 5、首項為 3的向下數列」與「長度為 3的向下數列」之對應關係如下圖： 

 

 

「長度為 5、首項為 3 的向下數列」與「長度為 3 的向下數列」之對應關係 

 

因此 𝐴5,3 = 𝑈5,3 + 𝐷5,3 = (𝑆4
𝐷 − 𝑆2

𝐷) + (𝑆3
𝐷 + 𝑆3

𝐷) = 𝑆4
𝐷 + 2𝑆3

𝐷 − 𝑆2
𝐷。 □ 

 

 

  我們利用先前的 𝐴𝑛,𝑘 金字塔，發現了許多關係式，例如 𝐴4,2 + 𝐴6,2 = 𝐴6,3 以及 
1

2
𝐴5,3 +

𝐴7,3 = 𝐴7,4，如下圖所示：  

 

     1      

   
 

1 1     

   
 

1 2 1     

   2 3 3 2    

   5 7 8 7 5    

  16 21 24 24 21 16   

  61 77 88 92 88 77 61   

 272 333 378 402 402 378 333 272  

3 + 21 = 24    
1

2
× 8 + 88 = 92 

 

  我們也發現每列的中間項都有類似的關係式，證明如下： 

 

 

 

×
𝟏

𝟐
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【性質六】𝑨𝒏,𝒌 金字塔每列中間項的規律 

(1) 若 𝑛 = 2𝑚 且 𝑚 ≥ 2，則 𝐴𝑛,𝑚 = 𝐴𝑛,𝑚−1 + 𝐴𝑛−2,𝑚−1。 

(2) 若 𝑛 = 2𝑚 − 1 且 𝑚 ≥ 3，則 𝐴𝑛,𝑚 = 𝐴𝑛,𝑚−1 +
1

2
𝐴𝑛−2,𝑚−1。 

證明 (1)： 

  由引理二可知，𝑎1 = 𝑚、𝑎2 ≠ 𝑚 − 1 的波浪數列可以透過交換 𝑚 及 𝑚 − 1 得到 𝑎1 =

𝑚 − 1、𝑎2 ≠ 𝑚 的波浪數列。這兩種數列的排法總數相同，計算 𝐴𝑛,𝑚 − 𝐴𝑛,𝑚−1 時會抵消。

未抵消的數列是前三項為 𝑚, 𝑚 − 1, 𝑡（𝑡 ∈ {𝑚 + 1, 𝑚 + 2, … , 𝑛}）的向下數列，和前三項為

 𝑚 − 1, 𝑚, 𝑠（𝑠 ∈ {1, 2, … , 𝑚 − 2}）的向上數列。此時若將這些數列的前兩項刪去，則會形成

長度為 𝑛 − 2、最大數為 𝑛 的數列，只要我們將數列中的各項由小到大依序改為 1、2、3、

⋯、𝑛 − 2，即可形成長度為 𝑛 − 2 的波浪數列。 

 

  這些新的數列可分為兩類：長度為 𝑛 − 2、首項為 𝑡′（𝑡′ ∈ {𝑚 − 1, 𝑚, … , 𝑛 − 2}）的向下

數列，以及長度為 𝑛 − 2、首項為 𝑠′（𝑠′ ∈ {1,2, … , 𝑚 − 2}）的向上數列。由引理一 (2) 可知，

𝑈𝑛−2,𝑘 = 𝐷𝑛−2,𝑛−1−𝑘，因此當兩類波浪數列之排法總數相減時，只會剩下長度為 𝑛 − 2、首項

為 𝑚 − 1 與 𝑚 的向下數列數量。即 

𝐴𝑛,𝑚 − 𝐴𝑛,𝑚−1 = ∑ 𝐷𝑛−2,𝑡′

𝑛−2

𝑡′=𝑚−1

− ∑ 𝑈𝑛−2,𝑠′

𝑚−2

𝑠′=1

 

= 𝐷𝑛−2,𝑚−1 + 𝐷𝑛−2,𝑚 

= 𝐷𝑛−2,𝑚−1 + 𝑈𝑛−2,𝑚−1 = 𝐴𝑛−2,𝑚−1 

因此 𝐴𝑛,𝑚 = 𝐴𝑛,𝑚−1 + 𝐴𝑛−2,𝑚−1。 ■ 

 

證明 (2)： 

        同理可得 

𝐴𝑛,𝑚 − 𝐴𝑛,𝑚−1 = ∑ 𝐷𝑛−2,𝑡′

𝑛−2

𝑡′=𝑚−1

− ∑ 𝑈𝑛−2,𝑠′

𝑚−2

𝑠′=1

 

= 𝐷𝑛−2,𝑚−1 

=
1

2
(𝐷𝑛−2,𝑚−1 + 𝐷𝑛−2,𝑚−1) 

=
1

2
(𝐷𝑛−2,𝑚−1 + 𝑈𝑛−2,𝑚−1) =

1

2
𝐴𝑛−2,𝑚−1 

因此 𝐴𝑛,𝑚 = 𝐴𝑛,𝑚−1 +
1

2
𝐴𝑛−2,𝑚−1。 ■ 
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  完成上述性質的證明後，我們將這些性質推廣，得到 𝐴𝑛,𝑘 = 2𝐴𝑛,𝑘−1 − 𝐴𝑛,𝑘−2 − 𝐴𝑛−2,𝑘−2，

其中 𝑛 ≥ 4 且 3 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛，其證明如下： 

 

【定理一】𝑨𝒏,𝒌 的遞迴關係 

當 𝑛 ≥ 4 且 3 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛，𝐴𝑛,𝑘 = 2𝐴𝑛,𝑘−1 − 𝐴𝑛,𝑘−2 − 𝐴𝑛−2,𝑘−2 

證明： 

  設 〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛  是長度為 𝑛、首項為 𝑘 的波浪數列，〈𝑏𝑖〉𝑖=1

𝑛  是長度為 𝑛、首項為 𝑘 − 1 的波浪

數列。由引理二可推得兩集合數量相等 

#{ 〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛 ∣∣ 𝑎2 ≠ 𝑘 − 1 } = #{ 〈𝑏𝑖〉𝑖=1

𝑛 ∣∣ 𝑏2 ≠ 𝑘 } 

所以 

𝐴𝑛,𝑘 − 𝐴𝑛,𝑘−1 = #{ 〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛 ∣∣ 𝑎2 = 𝑘 − 1 } − #{ 〈𝑏𝑖〉𝑖=1

𝑛 ∣∣ 𝑏2 = 𝑘 } 

 

  我們將 〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛  及 〈𝑏𝑖〉𝑖=1

𝑛  的首兩項 𝑘、𝑘 − 1 刪除，並將剩餘各項由小到大依序改為 1、

2、⋯、𝑛 − 2，即可形成長度為 𝑛 − 2 的向下數列 〈𝑎𝑖
′〉𝑖=1

𝑛−2 及向上數列 〈𝑏𝑖
′〉𝑖=1

𝑛−2。因為 𝑘 + 1 ≤

𝑎3 ≤ 𝑛、1 ≤ 𝑏3 ≤ 𝑘 − 2，所以 𝑘 − 1 ≤ 𝑎1
′ ≤ 𝑛 − 2、1 ≤ 𝑏1

′ ≤ 𝑘 − 2。因此 

𝐴𝑛,𝑘 − 𝐴𝑛,𝑘−1 = #{ 〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛 ∣∣ 𝑎2 = 𝑘 − 1 } − #{ 〈𝑏𝑖〉𝑖=1

𝑛 ∣∣ 𝑏2 = 𝑘 } 

= #{ 〈𝑎𝑖
′〉𝑖=1

𝑛−2 ∣∣  𝑘 − 1 ≤ 𝑎1
′ ≤ 𝑛 − 2 } − #{ 〈𝑏𝑖

′〉𝑖=1
𝑛−2 ∣∣ 1 ≤ 𝑏1

′ ≤ 𝑘 − 2 } 

= ∑ 𝐷𝑛−2,𝑖

𝑛−2

𝑖=𝑘−1

− ∑ 𝑈𝑛−2,𝑖

𝑘−2

𝑖=1

 

同理可得 

𝐴𝑛,𝑘+1 − 𝐴𝑛,𝑘 = ∑ 𝐷𝑛−2,𝑖

𝑛−2

𝑖=𝑘

− ∑ 𝑈𝑛−2,𝑖

𝑘−1

𝑖=1

 

故 

(𝐴𝑛,𝑘 − 𝐴𝑛,𝑘−1) − (𝐴𝑛,𝑘+1 − 𝐴𝑛,𝑘) 

= ( ∑ 𝐷𝑛−2,𝑖

𝑛−2

𝑖=𝑘−1

− ∑ 𝑈𝑛−2,𝑖

𝑘−2

𝑖=1

) − (∑ 𝐷𝑛−2,𝑖

𝑛−2

𝑖=𝑘

− ∑ 𝑈𝑛−2,𝑖

𝑘−1

𝑖=1

) 

= 𝐷𝑛−2,𝑘−1 − (−𝑈𝑛−2,𝑘−1) = 𝐴𝑛−2,𝑘−1 

 

即 𝐴𝑛,𝑘+1 = 2𝐴𝑛,𝑘 − 𝐴𝑛,𝑘−1 − 𝐴𝑛−2,𝑘−1，平移 𝑘可得 𝐴𝑛,𝑘 = 2𝐴𝑛,𝑘−1 − 𝐴𝑛,𝑘−2 − 𝐴𝑛−2,𝑘−2。 ■ 
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以 𝒏 = 𝟕、𝒌 = 𝟒 為例： 

        𝐴7,4、𝐴7,3、𝐴7,2、𝐴5,2 在 𝐴𝑛,𝑘 金字塔中的位置如下圖： 

 

     1      

    1 1     

    1 2 1     

   2 3 3 2    

   5 7 8 7 5    

  16 21 24 24 21 16   

  61 77 88 92 88 77 61   

 272 333 378 402 402 378 333 272  

 1385 1657 1868 2002 2048 2002 1868 1657 1385  

2 × 88 − 77 − 7 = 92 

 

  將 𝐴7,3 的兩倍減掉 𝐴7,2，再減掉 𝐴5,2，等於 𝐴7,4，即 𝐴7,4 = 2𝐴7,3 − 𝐴7,2 − 𝐴5,2。 □ 

 

 

  接著我們將前述性質一般化，推導 𝐴𝑛,𝑘 的遞迴關係式，在觀察 𝐴𝑛,1、𝐴𝑛,2、𝐴𝑛,3 時，我

們發現式子中各項係數的絕對值即為二項式係數，運算符號為兩加兩減，而 𝐴𝑛,𝑘 關係式的

各項在 𝐴𝑛,𝑘 金字塔的相對位置如下圖：  
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  我們推導出 𝐴𝑛,𝑘 的關係式，其證明如下： 

【定理二】𝑨𝒏,𝒌 的關係式 

(1) 當 𝑘 < 𝑛 時， 

𝐴𝑛,𝑘 = ∑(−1)
𝑖2+𝑖+2

2 × 𝐶𝑖−1
𝑘−1 × 𝑆𝑛−𝑖

𝐷

𝑘

𝑖=1

 

(2) 當 𝑘 = 𝑛 時， 

𝐴𝑛,𝑛 = ∑ [(−1)
𝑖2+𝑖+2

2 × 𝐶𝑖−1
𝑛−1 × 𝑆𝑛−𝑖

𝐷 ]

𝑛

𝑖=1

+ (−1)
𝑛2−𝑛

2  

證明 (1)：  

  不失一般性可假設 𝑘 為奇數，首先計算 𝑈𝑛,𝑘。 

 

我們想透過在長度為 𝑛 − 1 的向下數列前面加一項 𝑘，得到長度為 𝑛、首項為 𝑘 的向上

數列。設  〈𝑎𝑖〉𝑖=1
𝑛−1 是長度為  𝑛 − 1 的向下數列，令  𝑏1 = 𝑘，且對於  𝑖 ∈ {2,3,4, … , 𝑛}，若

 𝑎𝑖−1 < 𝑘，則令 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖−1，若 𝑎𝑖−1 ≥ 𝑘，則令 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖−1 + 1。因此 〈𝑏𝑖〉𝑖=1
𝑛  是一個長度為 𝑛 的

數列，此種數列的排法總數為 𝑺𝒏−𝟏
𝑫 ，如下圖： 

 

當 𝑏2 > 𝑘 時，因為 𝑏1 < 𝑏2，所以 〈𝑏𝑖〉𝑖=1
𝑛  即為長度為 𝑛、首項為 𝑘 的向上數列。但是當

 𝑏2 < 𝑘 時，因為 𝑏1 = 𝑘 > 𝑏2 > 𝑏3，此時 〈𝑏𝑖〉𝑖=1
𝑛  不是波浪數列，因此在計算 𝑈𝑛,𝑘 時必須扣

除這種數列的數量。我們想利用在長度為 𝑛 − 3 的向下數列前面加上三個連續遞減的項，計

算這種數列的數量。 
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假設 〈𝑐𝑖〉𝑖=1
𝑛−3 是長度為 𝑛 − 3 的向下數列，我們在前面加上三個數，令 𝑑1 = 𝑘 > 𝑑2 > 𝑑3，

對於 𝑖 ∈ {4,5, … , 𝑛}，若 𝑐𝑖−3 < 𝑑3，則令 𝑑𝑖 = 𝑐𝑖−3，若 𝑑3 ≤ 𝑐𝑖−3 < 𝑑2 − 1，則令 𝑑𝑖 = 𝑐𝑖−3 +

1，若  𝑑2 − 1 ≤ 𝑐𝑖−3 < 𝑑1 − 2，則令  𝑑𝑖 = 𝑐𝑖−3 + 2，若  𝑐𝑖−3 ≥ 𝑑1 − 2，則令 𝑑𝑖 = 𝑐𝑖−3 + 3。

我們可以得到一個長度為 𝑛 的數列 〈𝑑𝑖〉𝑖=1
𝑛 ，因為 𝑑3 < 𝑑2 ≤ 𝑘 − 1，所以 𝑑2、𝑑3 有 𝐶2

𝑘−1 種

選法，又長度為 𝑛 − 3 的向下數列有 𝑆𝑛−3
𝐷  個，故此種數列共有 𝑪𝟐

𝒌−𝟏𝑺𝒏−𝟑
𝑫  個。如下圖： 

 

當 𝑑3 < 𝑑4 時，〈𝑑𝑖〉𝑖=1
𝑛  是長度為 𝑛、𝑑1 = 𝑘 > 𝑑2 > 𝑑3 < 𝑑4 的數列，其排法總數即為前

面在計算 𝑈𝑛,𝑘 時必須扣除的數量。但是當 𝑑3 > 𝑑4 時，因為 𝑑1 > 𝑑2 > 𝑑3 > 𝑑4 > 𝑑5，此時

 〈𝑑𝑖〉𝑖=1
𝑛  不是長度為 𝑛、𝑑1 = 𝑘 > 𝑑2 > 𝑑3 < 𝑑4 的數列，因此須將這種數列的排法總數加回。

我們想利用在長度為 𝑛 − 5 的向下數列前面加上五個連續遞減的項，計算這種數列的數量。 

 

假設  〈𝑒𝑖〉𝑖=1
𝑛−5 是長度為  𝑛 − 5 的向下數列，我們在前面加上五個數，令  𝑓1 = 𝑘 > 𝑓2 >

𝑓3 > 𝑓4 > 𝑓5，對於 𝑖 ∈ {6,7, … , 𝑛}，若 𝑒𝑖−5 < 𝑓5，則令 𝑓𝑖 = 𝑒𝑖−5，若 𝑓5 ≤ 𝑒𝑖−5 < 𝑓4 − 1，則令

 𝑓𝑖 = 𝑒𝑖−5 + 1，若 𝑓4 − 1 ≤ 𝑒𝑖−5 < 𝑓3 − 2，則令 𝑓𝑖 = 𝑒𝑖−5 + 2，若 𝑓3 − 2 ≤ 𝑒𝑖−5 < 𝑓2 − 3，則

令 𝑓𝑖 = 𝑒𝑖−5 + 3，若 𝑓2 − 3 ≤ 𝑒𝑖−5 < 𝑓1 − 4，則令 𝑓𝑖 = 𝑒𝑖−5 + 4，若 𝑒𝑖−5 ≥ 𝑓1 − 4，則令 𝑓𝑖 =

𝑒𝑖−5 + 5。我們可以得到一個長度為 𝑛 的數列 〈𝑓𝑖〉𝑖=1
𝑛 ，因為 𝑓5 < 𝑓4 < 𝑓3 < 𝑓2 ≤ 𝑘 − 1，所以

 𝑓2、𝑓3、𝑓4、𝑓5 有 𝐶4
𝑘−1 種選法，又長度為  𝑛 − 5 的向下數列有 𝑆𝑛−5

𝐷  個，故此種數列共有

 𝑪𝟒
𝒌−𝟏𝑺𝒏−𝟓

𝑫  個。如下圖： 
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藉由上述方式，我們將多算的扣除、多扣的加回，可推導至 𝑈𝑛,𝑘 的最後一項。最後一

項為計算首項為 𝑘 、前 𝑘 項遞減、後 𝑛 − 𝑘 項是長度為 𝑛 − 𝑘 的向下數列組成的數列數量，

其中第 2 項至第 𝑘 項的選法有 𝐶𝑘−1
𝑘−1 種，長度為 𝑛 − 𝑘 的向下數列有 𝑆𝑛−𝑘

𝐷  個，故此種數列共

有 𝐶𝑘−1
𝑘−1𝑆𝑛−𝑘

𝐷  個。此外，當 
𝑘−1

2
 為偶數時，最後一項為要加回的數列之數量，而當 

𝑘−1

2
 為奇數

時，最後一項為要扣除的數列之數量，所以我們以 (−1)
𝑘−1

2  表示其運算符號，故最後一項為

 (−1)
𝑘−1

2 𝐶𝑘−1
𝑘−1𝑆𝑛−𝑘

𝐷 。 

 

  因此我們得到 

 𝑈𝑛,𝑘 = 𝐶0
𝑘−1𝑆𝑛−1

𝐷 − 𝐶2
𝑘−1𝑆𝑛−3

𝐷 + 𝐶4
𝑘−1𝑆𝑛−5

𝐷 − ⋯ + (−1)
𝑘−1

2 𝐶𝑘−1
𝑘−1𝑆𝑛−𝑘

𝐷  

= ∑(−1)𝑖−1 × 𝐶2𝑖−2
𝑘−1 × 𝑆𝑛+1−2𝑖

𝐷

𝑘+1
2

𝑖=1

 

 

同樣地，我們可推得 

𝐷𝑛,𝑘 = ∑(−1)𝑖−1 × 𝐶2𝑖−1
𝑘−1 × 𝑆𝑛−2𝑖

𝐷

𝑘−1
2

𝑖=1
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而當 𝑘 為偶數時，我們用同樣的方法可得到 

𝑈𝑛,𝑘 = ∑(−1)𝑖−1 × 𝐶2𝑖−2
𝑘−1 × 𝑆𝑛+1−2𝑖

𝐷

𝑘
2

𝑖=1

 

𝐷𝑛,𝑘 = ∑(−1)𝑖−1 × 𝐶2𝑖−1
𝑘−1 × 𝑆𝑛−2𝑖

𝐷

𝑘
2

𝑖=1

 

 

因此合併 𝑈𝑛,𝑘 和 𝐷𝑛,𝑘 可得 

𝐴𝑛,𝑘 = ∑(−1)
𝑖2+𝑖+2

2 × 𝐶𝑖−1
𝑘−1 × 𝑆𝑛−𝑖

𝐷

𝑘

𝑖=1

 

■ 

 

以 𝒏 = 𝟒、𝒌 = 𝟐 為例： 

𝐴4,2 = (−1)
12+1+2

2 × 𝐶1−1
2−1 × 𝑆4−1

𝐷 + (−1)
22+2+2

2 × 𝐶2−1
2−1 × 𝑆4−2

𝐷  

= (−1)2 × 𝐶0
1 × 𝑆3

𝐷 + (−1)4 × 𝐶1
1 × 𝑆2

𝐷 

= 𝑆3
𝐷 + 𝑆2

𝐷 

= 2 + 1 = 3  □ 

 

證明 (2)： 

  當波浪數列的首項 𝑘 為 𝑛 時，我們用同樣的方法計算 𝑈𝑛,𝑛 及 𝐷𝑛,𝑛，發現兩者都會算到

 𝐶𝑛−1
𝑛−1𝑆𝑛−𝑛 這項，運算符號則是取決於 𝑛 除以 4 的餘數，因此 𝐴𝑛,𝑛 的關係式會有 𝑛 + 1 項，

與 𝐴𝑛,𝑘 (𝑘 < 𝑛) 時不盡相同，如下所示： 

𝐴𝑛,𝑛 = 𝐶0
𝑛−1𝑆𝑛−1

𝐷 + 𝐶1
𝑛−1𝑆𝑛−2

𝐷 − 𝐶2
𝑛−1𝑆𝑛−3

𝐷 − 𝐶3
𝑛−1𝑆𝑛−4

𝐷 + 𝐶4
𝑛−1𝑆𝑛−5

𝐷 + ⋯ 

+(−1)
𝑛2+𝑛+2

2 𝐶𝑛−1
𝑛−1𝑆𝑛−𝑛

𝐷 + (−1)
𝑛2−𝑛

2 𝐶𝑛−1
𝑛−1𝑆𝑛−𝑛

𝐷  

注意到當 𝑛 為奇數時，最後兩項的運算符號為同號，相當於計算 2 ⋅ (−1)
𝑛2+𝑛+2

2 𝑆0；當 𝑛 

為偶數時，最後兩項的運算符號為異號，計算時會抵消。我們將式子整理成下式： 

𝐴𝑛,𝑛 = ∑ [(−1)
𝑖2+𝑖+2

2 × 𝐶𝑖−1
𝑛−1 × 𝑆𝑛−𝑖

𝐷 ]

𝑛

𝑖=1

+ (−1)
𝑛2−𝑛

2  

■ 
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以 𝒏 = 𝟑、𝒌 = 𝟑 為例： 

𝐴3,3 = (−1)
12+1+2

2 𝐶1−1
3−1𝑆3−1

𝐷 + (−1)
22+2+2

2 𝐶2−1
3−1𝑆3−2

𝐷 + (−1)
32+3+2

2 𝐶3−1
3−1𝑆3−3

𝐷 + (−1)
32−3

2  

= (−1)2 × 𝐶0
2 × 𝑆2

𝐷 + (−1)4 × 𝐶1
2 × 𝑆1

𝐷 + (−1)7 × 𝐶2
2 × 𝑆0

𝐷 + (−1)3 

= 𝑆2
𝐷 + 2𝑆1

𝐷 − 𝑆0
𝐷 − 1 

= 1 + 2 − 1 − 1 = 1  □ 

 

在推導定理二的過程中，我們發現當 𝑘 為 𝑛 時，𝐴𝑛,𝑛 的關係式會多一項，雖然𝐴𝑛,𝑛 =

𝐴𝑛,1，但為了保持在 𝑘 = 1 到 𝑘 = 𝑛 中，𝐴𝑛,𝑘 關係式的一致性，同時也方便推導定理三的

 𝑆𝑛，我們決定保留 𝐴𝑛,𝑛，並將它從 𝐴𝑛,𝑘 的關係式中獨立出來。 

 

        完成定理二的證明後，我們便繼續推導 𝑆𝑛 的遞迴關係式，其證明如下： 

 

【定理三】𝑺𝒏 的遞迴關係式 

當 𝑛 ≥ 2 時， 

𝑆𝑛 = ∑ [(−1)
𝑖2+𝑖+2

2 × 𝐶𝑖
𝑛 × 𝑆𝑛−𝑖

𝐷 ]

𝑛

𝑖=1

+ (−1)
𝑛2−𝑛

2  

證明：  

𝑆𝑛 = ∑ 𝐴𝑛,𝑘

𝑛

𝑘=1

 

= (∑ ∑(−1)
𝑖2+𝑖+2

2 × 𝐶𝑖−1
𝑘−1 × 𝑆𝑛−𝑖

𝐷

𝑘

𝑖=1

𝑛−1

𝑘=1

) + ∑ [(−1)
𝑖2+𝑖+2

2 × 𝐶𝑖−1
𝑛−1 × 𝑆𝑛−𝑖

𝐷 ]

𝑛

𝑖=1

+ (−1)
𝑛2−𝑛

2  

= (∑ ∑(−1)
𝑖2+𝑖+2

2 × 𝐶𝑖−1
𝑘−1 × 𝑆𝑛−𝑖

𝐷

𝑘

𝑖=1

𝑛

𝑘=1

) + (−1)
𝑛2−𝑛

2  

= (∑ ∑(−1)
𝑖2+𝑖+2

2 × 𝐶𝑖−1
𝑘−1 × 𝑆𝑛−𝑖

𝐷

𝑛

𝑘=𝑖

𝑛

𝑖=1

) + (−1)
𝑛2−𝑛

2  

= (∑(−1)
𝑖2+𝑖+2

2

𝑛

𝑖=1

× (∑ 𝐶𝑖−1
𝑘−1

𝑛

𝑘=𝑖

) × 𝑆𝑛−𝑖
𝐷 ) + (−1)

𝑛2−𝑛
2  

= ∑ [(−1)
𝑖2+𝑖+2

2 × 𝐶𝑖
𝑛 × 𝑆𝑛−𝑖

𝐷 ]

𝑛

𝑖=1

+ (−1)
𝑛2−𝑛

2  

■ 

 

根據聖誕襪定理 ∑ 𝐶𝑖−1
𝑘−1

𝑛

𝑘=𝑖

= 𝐶𝑖
𝑛 

變換求和順序 
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以 𝒏 = 𝟔 為例： 

 

𝑆2 = 𝐶1
2 × 𝑆1

𝐷 + 𝐶2
2 × 𝑆0

𝐷 − 𝑆0
𝐷 

     = 2 + 1 − 1 = 2     ⇒ 𝑆2
𝐷 = 1 

 

𝑆3 = 𝐶1
3 × 𝑆2

𝐷 + 𝐶2
3 × 𝑆1

𝐷 − 𝐶3
3 × 𝑆0

𝐷 − 𝑆0
𝐷 

     = 3 + 3 − 1 − 1 = 4     ⇒ 𝑆3
𝐷 = 2 

 

𝑆4 = 𝐶1
4 × 𝑆3

𝐷 + 𝐶2
4 × 𝑆2

𝐷 − 𝐶3
4 × 𝑆1

𝐷 − 𝐶4
4 × 𝑆0

𝐷 + 𝑆0
𝐷 

     = 8 + 6 − 4 − 1 + 1 = 10     ⇒ 𝑆4
𝐷 = 5 

 

𝑆5 = 𝐶1
5 × 𝑆4

𝐷 + 𝐶2
5 × 𝑆3

𝐷 − 𝐶3
5 × 𝑆2

𝐷 − 𝐶4
5 × 𝑆1

𝐷 + 𝐶5
5 × 𝑆0

𝐷 + 𝑆0
𝐷 

     = 25 + 20 − 10 − 5 + 1 + 1 = 32     ⇒ 𝑆5
𝐷 = 16 

 

𝑆6 = 𝐶1
6 × 𝑆5

𝐷 + 𝐶2
6 × 𝑆4

𝐷 − 𝐶3
6 × 𝑆3

𝐷 − 𝐶4
6 × 𝑆2

𝐷 + 𝐶5
6 × 𝑆1

𝐷 + 𝐶6
6 × 𝑆0

𝐷 − 𝑆0
𝐷 

     = 96 + 75 − 40 − 15 + 6 + 1 − 1 = 122  □ 

 

 

  在決定以波浪數列為本研究主題後，我們的首要目標之一，便是推導出長度為 𝑛 的波浪

數列之排法總數。定理三正是針對此問題所給出的完整解答，它提供了一組明確的遞迴關係

式，能有效計算出排法總數 𝑆𝑛。由前述例子可知，只要給定初始條件 𝑆0
𝐷 = 𝑆1

𝐷 = 1，便能依

照定理三的遞迴關係式逐步計算出 𝑆2
𝐷、𝑆3

𝐷、𝑆4
𝐷、⋯、𝑆𝑛−1

𝐷 ，最終求得長度為 𝑛 的波浪數列

之排法總數 𝑆𝑛。 

 

  這樣的作法讓我們無需先逐一計算 𝐴𝑛,1、𝐴𝑛,2、⋯、𝐴𝑛,𝑛 並加總求得 𝑆𝑛，大幅簡化了推

算程序。定理三的遞迴關係式不僅簡潔有條理，其各項係數也與巴斯卡三角形中的數值相對

應，展現出排列結構中隱含的對稱性與數學美感。當波浪數列的長度 𝑛 越來越大時，我們便

可利用此遞迴關係撰寫程式設計中的迴圈，自動且精確地算出所有排法，避免人工計算中可

能出現的遺漏與錯誤，提升效率與確保正確性。 
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肆、研究結果 

  雖然此數列的總數計算已有文獻上的結果，但是我們利用中學的數學方法處理此問題，

先觀察性質三、四、五之間的關係，發現並證明 𝐴𝑛,𝑘 的關係式，再利用此關係式，推導出

 𝑆𝑛 的遞迴關係式，自此便可脫離 𝐴𝑛,𝑘 的計算，直接以 𝑆𝑛 的遞迴關係式求得長度為 𝑛 的波浪

數列排法總數，也就是說，為了推得長度為 𝑛 的波浪數列排法總數，我們先探討並推得長度

為 𝑛、首項為 𝑘 的波浪數列排法總數，而透過它求得長度為 𝑛 的波浪數列排法總數後，它的

階段性任務就完成了。以下分別是 𝐴𝑛,𝑘 的關係式與 𝑆𝑛 的遞迴關係式： 

 

一、長度為 𝒏、首項為 𝒌 的波浪數列排法總數 

(一) 當 𝑘 < 𝑛 時： 

𝐴𝑛,𝑘 = ∑(−1)
𝑖2+𝑖+2

2

𝑘

𝑖=1

× 𝐶𝑖−1
𝑘−1 × 𝑆𝑛−𝑖

𝐷  

(二) 當 𝑘 = 𝑛 時： 

𝐴𝑛,𝑛 = ∑ [(−1)
𝑖2+𝑖+2

2 × 𝐶𝑖−1
𝑛−1 × 𝑆𝑛−𝑖

𝐷 ]

𝑛

𝑖=1

+ (−1)
𝑛2−𝑛

2  

 

二、長度為 𝒏 的波浪數列排法總數 

𝑆𝑛 = ∑ [(−1)
𝑖2+𝑖+2

2 × 𝐶𝑖
𝑛 × 𝑆𝑛−𝑖

𝐷 ]

𝑛

𝑖=1

+ (−1)
𝑛2−𝑛

2  

 

 

 

伍、討論 

一、嘗試變形 

  我們想探討在長度為 𝑛 的波浪數列中，任意一個數重複一次的排法總數；例如長

度為 5、最大數為 4、重複數為 1 的波浪數列，共有以下 14 種排法：〈1,2,1,4,3〉、

〈1,3,1,4,2〉、〈1,3,2,4,1〉、〈1,4,1,3,2〉、〈1,4,2,3,1〉、〈2,1,3,1,4〉、〈2,1,4,1,3〉、〈2,3,1,4,1〉、

〈2,4,1,3,1〉、〈3,1,2,1,4〉、〈3,1,4,1,2〉、〈3,4,1,2,1〉、〈4,1,2,1,3〉、〈4,1,3,1,2〉。 
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  令 𝑆𝑛
(𝑚)

 是長度為 𝑛、重複數為 𝑚 的波浪數列排法總數，這種數列是從原本的波浪

數列改變規則得到的，所以我們將它與原本的波浪數列對應，得到一些初步的結論，

以下是長度為 𝑛、重複數分別為 1、2 的波浪數列排法總數之關係式： 

𝑆𝑛
(1)

=
1

2
(𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−2)   (𝑛 ≥ 4) 

𝑆𝑛
(2)

=
1

2
(𝑆𝑛 − 3𝑆𝑛−2)   (𝑛 ≥ 4) 

  下表是長度為 𝑛 的原波浪數列、重複數為 1的波浪數列以及重複數為 2的波浪數列

排法總數： 

𝑛 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

𝑆𝑛 1 2 4 10 32 122 544 2770 15872 

𝑆𝑛
(1)

 - - 1 4 14 56 256 1324 7664 

𝑆𝑛
(2)

 - - 1 2 10 46 224 1202 7120 

 

 

二、未來展望 

(一) 探討重複一數的波浪數列 

  目前我們只能推出長度為 𝑛、重複數分別為 1、2 的波浪數列排法總數之關係

式，未來我們希望推得重複數為 𝑚 的波浪數列排法總數 𝑆𝑛
(𝑚)

 與原波浪數列排法總

數 𝑆𝑛 之關係式。 

 

(二) 分析相鄰差值總和的極值 

  任取一個波浪數列，計算每兩個相鄰數之差的總和；例如波浪數列 〈2,4,1,3〉 相

鄰兩數之差的總和為 |2 − 4| + |4 − 1| + |1 − 3| = 2 + 3 + 2 = 7。我們想找出長度

為 𝑛 時的總和之最大值；例如長度為 4 時，每兩個相鄰數之差的總和之最大值為 7。 

 

(三) 探討雙倍波浪數列 

  我們考慮每個數字均出現兩次的波浪數列，例如長度為 4、最大數為 2 時，有

 〈1,2,1,2〉 以及 〈2,1,2,1〉 兩種排法；當長度為 6、最大數為 3 時，排法總數為 106。

下表是長度 2、4、6、8、10的雙倍波浪數列排法總數。 
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長度 最大數 排法總數 

2 1 0 

4 2 2 

6 3 106 

8 4 1872 

10 5 50650 

 

(四) 探討二維波浪陣列 

  下方左圖類似魔方陣，每個數僅能填入一格，直行、橫列以及對角線皆須為波

浪數列。下方右圖則是蛇行波浪數列，除了使直行與橫列須為波浪數列以外，按照

特殊蛇行規則串接各數所成的數列也須為波浪數列，例如以蛇行規則串接的

 〈3,4,2,5,1,8,6,7〉 或  〈4,2,8,6,7,1,5,3〉 均為波浪數列。 

 

 

 

 

 

三、應用 

  在觀察波浪數列對應圖形的過程中，我們發現這些排列所構成的形狀，與日常生

活中常見的鑰匙輪廓相似，如下圖。因此，透過本研究的波浪數列規則，我們可以用

來規劃鋸齒形鑰匙的排列方式，不僅讓鑰匙製作更具結構性及規律性，也能兼顧變化

性與安全性。此外，在建材中也能運用波浪數列的圖像；例如木質地板以類似互補數

列的方式拼接，或是在鑲嵌、卡榫的設計中採用波浪數列的造型等。 

 

 

圖片來源：https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Pin_tumbler_lock-all.JPG 

 

 

4 1 3 

7 9 8 

2 6 5 

4 2 8 6 

3 5 1 7 
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陸、結論 

         研究初期，我們首先定義長度為 𝑛、首項為 𝑘 的波浪數列排法總數 𝐴𝑛,𝑘，將其排成類似

巴斯卡三角形的 𝐴𝑛,𝑘 金字塔，接著探討其各項之間的關係，透過對應與總數的加減，歸納並

證明出其中隱含的性質，於是便可利用 𝐴𝑛,𝑘 金字塔的前 𝑛 層得到下一層，最後再由前述性

質推導出 𝐴𝑛,𝑘 的一般式，進而求出長度為 𝑛 的波浪數列排法總數 𝑆𝑛，以下是我們研究所得

的結論： 

 

一、推得長度為 𝑛、首項為 𝑘 的波浪數列排法總數（𝐴𝑛,𝑘）。 

二、推得長度為 𝑛 的波浪數列排法總數（𝑆𝑛）。 

 

雖然在我們搜尋的文獻中已看到過去數學家使用生成函數和高等數學處理本研究的問題，

但是我們的研究只用到中學數學，並且得到簡潔的關係式，當輸入波浪數列的長度 𝑛，便能

利用其遞迴關係求得波浪數列排法總數，有別於文獻中以三角函數表現的生成函數。 
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註：本作品說明書中，除了有註明圖片來源的兩張圖，其餘圖片皆由作者親自利用 Geogebra

及Microsoft PowerPoint繪製。 
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【評語】030409  

對於波浪數性質的探討，作者們觀察到數列與其互補數列結

構的對稱性，為後續推導奠定基石，也推導出排列總數的一般規

律式，展現不錯的數學歸納及問題解決能力。因先決條件可有很

多變化，未來可再考慮這些變化下求出問題的解的規律性。 
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隨「波」逐「浪」
—探討波浪數列的性質



二、研究目的

(一) 探討波浪數列之間的關係與規律。

(二) 推導並證明長度、首項固定的波浪數列之組合性質。

(三) 推導並證明長度固定的波浪數列之組合性質。 響度圖

二、基本定義與符號說明

(一) 𝑆𝑛：長度為 𝑛 的波浪數列之排法總數。

(二) 𝐴𝑛,𝑘 ：長度為 𝑛、首項為 𝑘 的波浪數列之排法總數。

(三) 向上數列：𝑎1 < 𝑎2 的波浪數列。

(四) 𝑈𝑛,𝑘：長度為 𝑛、首項為 𝑘 的向上數列之排法總數。

(五) 向下數列：𝑎1 > 𝑎2 的波浪數列。

(六) 𝐷𝑛,𝑘：長度為 𝑛 、首項為 𝑘 的向下數列之排法總數。

(七) 𝑆𝑛
𝐷：長度為 𝑛 的向下數列之排法總數。

(八) 互補數列：當給定波浪數列 𝑎𝑖 𝑖=1
𝑛 ，則 𝑛 + 1 − 𝑎𝑖 𝑖=1

𝑛 為其互補數列。

摘要

本研究探討將連續正整數 1 至 𝑛 依大小交錯排列所形成的「波浪數列」，其定義如下：除了首項與

末項外，每一項皆大於或小於其相鄰兩項。我們分析在最大數為 𝑛 時，波浪數列的各種情形與其在數量

上的對應關係，從中歸納出排列的規律，並推導當首項為 𝑘 時的排法總數，進而求出所有波浪數列的排

法總數。

壹、前言

貳、研究過程

一、研究動機與文獻回顧

近期聽音樂時發現一種隨著音樂響度伸縮的圖形（如下圖），我們將此圖形看成一高一低的矩形

併排，十分好奇會有幾種排列方式，於是這引起了我們研究的興致，想要深入瞭解與探討。本研究的

波浪數列即是以此圖作為發想的起點，聚焦在討論其高低交錯排列的特殊情況。

本文所探討的波浪數列也被稱為交替排列（Alternating Permutation），最早在 19 世紀被法國數學

家 Désiré André 發現並研究，其生成函數為 sec 𝑥 + tan 𝑥，不過相關的文獻資料並不多，因此希望

藉由這次研究的機會，更加瞭解此類型數列。

有些學者只考慮首項小於第二項的情形，其排法總數又被稱為 Zigzag Numbers。若長度為 𝑛 且

首項小於第二項的波浪數列之排法總數為 𝑈𝑛，則有以下遞迴關係：2𝑈𝑛+1 = σ𝑘=0
𝑛 𝑛

𝑘
𝑈𝑛𝑈𝑛−𝑘。然而

我們為求排法總數的完整性，也將首項大於第二項的數列納入計算。

一、波浪數列的定義

假設 𝑎𝑖 𝑖=1
𝑛 為正整數 1, 2, … , 𝑛 的一種排列。若對於

所有  𝑖 ∈ {2, 3, … , 𝑛 − 1}，皆滿足 𝑎𝑖 > 𝑎𝑖−1 且  𝑎𝑖 > 𝑎𝑖+1 ，

或 𝑎𝑖 < 𝑎𝑖−1 且 𝑎𝑖 < 𝑎𝑖+1，則稱 𝑎𝑖 𝑖=1
𝑛 為「長度為 𝒏 的波浪

數列」。例如 2, 3, 1, 5, 4  及 3, 1, 5, 2, 4  皆為波浪數列。

向上數列

4

3

2

1

5

4

3

2

1

5

向下數列

互補數列

【引理一】

① 若 𝒂𝒊 𝒊=𝟏
𝒏 為波浪數列，則其互補數列也是波浪數列。

② 當 𝒏 ≥ 𝟐，𝑼𝒏, 𝒌 = 𝑫𝒏, 𝒏+𝟏−𝒌

【引理二】

若波浪數列中不相鄰的兩數其數值差 1，

則將這兩數交換所得的數列仍為波浪數列。

兩數交換

4, 2, 3, 1

4, 1, 3, 2

3, 2, 4, 1

3, 1, 4, 2

2, 1, 4, 3

1, 3, 2, 4

1, 4, 2, 3

2, 3, 1, 4

2, 4, 1, 3

3, 4, 1, 2

𝑼𝟒,𝟏

𝑼𝟒,𝟐

𝑫𝟒,𝟒

𝑫𝟒,𝟑

𝑼𝟒,𝟑 𝑫𝟒,𝟐

𝑺𝟒
𝑫

【性質一】𝑨𝒏, 𝒌 = 𝑨𝒏, 𝒏+𝟏−𝒌 【性質二】當 𝒏 ≥ 𝟐，𝑺𝒏
𝑫 =

𝟏

𝟐
𝑺𝒏

向上數列與向下數列一一對應

三、波浪數列的性質

例如長度為 4、首項為 2的波浪數列有

2,1,4,3 、 2,3,1,4 、 2,4,1,3 三種，

因此 𝐴4,2 = 3。



將長度為 5、首項為 2 的向下數列刪除前兩項，並

將剩餘數字減 2，可對應到長度為 3 的向下數列。如：

21435 → 435 → 213

反之，將長度為 3 向下數列的每項加 2，再於最前方加

上 21，即可還原成長為 5、首項為 2 的向下數列。如：

312 → 534 → 21534

因此 𝐴5,2 = 𝑈5,2 + 𝐷5,2 = 𝑆4
𝐷 + 𝑆3

𝐷。

以長度為 5、首項為 1 的波浪數列為例，如下圖：

    將長度為 5、首項為 1 的波浪數列刪除首項 1，並將

其餘數字減 1，即可對應到長度為 4 的向下數列。如：

13254 → 3254 → 2143

反之，將長度為 4 向下數列的每項加 1，再於最前方加上

 1，即可還原成長度為 5、首項為 1 的波浪數列。如：

3142 → 4253 → 14253

因此，𝐴5,1 = 𝑆4
𝐷。

5 + 2 × 2 − 1 = 8

5 + 2 = 7

21 + 3 = 24 88 +
1

2
× 8 = 92

【性質四 ②】當 𝒏 ≥ 𝟑，𝑨𝒏,𝟐 = 𝑺𝒏−𝟏
𝑫 + 𝑺𝒏−𝟐

𝑫

【性質四 ①】當 𝒏 ≥ 𝟑，𝑨𝒏,𝟐 = 𝑨𝒏,𝟏 + 𝑨𝒏−𝟏,𝟏

【性質三】𝑨𝒏,𝟏 = 𝑺𝒏−𝟏
𝑫

【性質六】

① 若 𝒏 = 𝟐𝒎且 𝒎 ≥ 𝟐，則 𝑨𝒏,𝒎 = 𝑨𝒏,𝒎−𝟏 + 𝑨𝒏−𝟐,𝒎−𝟏

② 若 𝒏 = 𝟐𝒎 − 𝟏且 𝒎 ≥ 𝟑，則 𝑨𝒏,𝒎 = 𝑨𝒏,𝒎−𝟏 +
𝟏

𝟐
𝑨𝒏−𝟐,𝒎−𝟏

【性質五 ①】當 𝒏 ≥ 𝟒，𝑨𝒏,𝟑 = 𝑨𝒏,𝟏 + 𝟐𝑨𝒏−𝟏,𝟏 − 𝑨𝒏−𝟐,𝟏

【性質五②】當 𝒏 ≥ 𝟒，𝑨𝒏,𝟑 = 𝑺𝒏−𝟏
𝑫 + 𝟐𝑺𝒏−𝟐

𝑫 − 𝑺𝒏−𝟑
𝑫

2143

3142

3241

4132

4231

13254

14253

14352

15243

15342

𝑨𝟓,𝟏 𝑺𝟒
𝑫

以長度為 5、首項為 2 的波浪數列為例：

將長度為 5、首項為 2 的向上數列刪除首項，並將大

於 2 的數字減 1，即可對應到長為 4 的向下數列。如：

24153 → 4153 → 3142

反之，將長度為 4 向下數列中大於 1 的項加 1，再於最前

方加上 2，即可還原成長為 5、首項為 2 的向上數列。如：

4231 → 5341 → 25341

2143

3142

3241

4132

4231

23154

24153

24351

25143

25341

𝑼𝟓,𝟐 𝑺𝟒
𝑫

213

312

21435

21534
𝑫𝟓,𝟐 𝑺𝟑

𝑫

以長度為 5、首項為 3 的波浪數列為例：

長度為 5、首項為 3 的向上數列與長度為 4 的向下

數列之對應關係如下：

例如：

34152 → 4152 → 3142

4231 → 5241 → 35241

但是長度為 4 的向下數列中，並不是所有數列都可還原

成長度為 5、首項為 3 的向上數列，例如：

2143 → 2154 → 32154

而這類的數列與長度為 2的向下數列之對應關係如下：

2143 → 43 → 21

所以 𝑈5,3 = 𝑆4
𝐷 − 𝑆2

𝐷。

長度為 5、首項為 3 的向下數列與長度為 3 的向下

數列之對應關係如下：

例如：

31425 → 425 → 213

213 → 425 → 31425

213 → 415 → 32415

所以 𝐷5,3 = 2𝑆3
𝐷。

因此 𝐴5,3 = 𝑈5,3 + 𝐷5,3 = 𝑆4
𝐷 + 2𝑆3

𝐷 − 𝑆2
𝐷。

213

312

213

312

31425

31524

32415

32514

𝑫𝟓,𝟑

𝑺𝟑
𝑫

𝑺𝟑
𝑫

2143

3142

3241

4132

4231

34152

34251

35142

35241

𝑼𝟓,𝟑
𝑺𝟒

𝑫

21 𝑺𝟐
𝑫



一、探討重複一數的波浪數列

令 𝑆𝑛
(𝑚)
是長度為 𝑛、重複數為 𝑚的波浪數列排法總數；以長度為 4、重複數 1 為例，共有

1,2,1,3 、 1,3,1,2 、 2,1,3,1 、 3,1,2,1 四種排法，故 𝑆4
(1)

= 4。這種數列是從原本的波浪數列改變

規則得到的，所以我們將它與原本的波浪數列對應，得到一些初步的結論，以下是長度為 𝑛、重複

數分別為 1和 2的波浪數列排法總數之關係式：

𝑆𝑛
1

=
1

2
𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−2 𝑛 ≥ 4 𝑆𝑛

(2)
=

1

2
𝑆𝑛 − 3𝑆𝑛−2 (𝑛 ≥ 4)

一、推得長度為 𝑛、首項為 𝑘的波浪數列排法總數（𝐴𝑛,𝑘）之關係式。

二、推得長度為 𝑛 的波浪數列排法總數（𝑆𝑛）之遞迴關係式。

參、討論

肆、結論

伍、參考資料
André, D. (1879). Développements de secx et tanx. Comptes Rendus de l’Académie des Sciences de Paris, 88, 965–979.

André, D. (1881). Sur les permutations alternées. Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 7, 167–184.

三、應用

在觀察波浪數列對應圖形的過程中，我們發現這些排列所構成的形狀，

與日常生活中常見的鑰匙輪廓相似，如右圖。因此，透過本研究的波浪數列

規則，我們可以用來規劃鋸齒形鑰匙的排列方式，不僅讓鑰匙製作更具結構

性及規律性，也能兼顧變化性與安全性。此外，在建材中也能運用波浪數列

的圖像；例如木質地板以類似互補數列的方式拼接，或是在鑲嵌、卡榫的設

計中採用波浪數列的造型等。

【定理三】𝑺𝒏的遞迴關係式

當 𝒏 ≥ 𝟐時，

𝑺𝒏 = ෍

𝒊=𝟏

𝒏

−𝟏
𝒊𝟐+𝒊+𝟐

𝟐 × 𝑪𝒊
𝒏 × 𝑺𝒏−𝒊

𝑫 + −𝟏
𝒏𝟐−𝒏

𝟐

【定理二】𝑨𝒏,𝒌的關係式

𝑨𝒏,𝒌 = ෍

𝒊=𝟏

𝒌

(−𝟏)
𝒊𝟐+𝒊+𝟐

𝟐 × 𝑪𝒊−𝟏
𝒌−𝟏 × 𝑺𝒏−𝒊

𝑫 (𝒌 < 𝒏)

𝑨𝒏,𝒏 = ෍

𝒊=𝟏

𝒏

−𝟏
𝒊𝟐+𝒊+𝟐

𝟐 × 𝑪𝒊−𝟏
𝒏−𝟏 × 𝑺𝒏−𝒊

𝑫 + −𝟏
𝒏𝟐−𝒏

𝟐

2 × 88 − 77 − 7 = 92

【定理一】𝑨𝒏,𝒌的遞迴關係式

當 𝒏 ≥ 𝟒且 𝟑 ≤ 𝒌 ≤ 𝒏，

𝑨𝒏,𝒌 = 𝟐𝑨𝒏,𝒌−𝟏 − 𝑨𝒏,𝒌−𝟐 − 𝑨𝒏−𝟐,𝒌−𝟐

圖片來源：

WIKIMEDIA COMMONS(File:Pin tumbler lock-all.JPG)

四、研究結果

𝑈𝑛,𝑘 = 𝐶0
𝑘−1𝑆𝑛−1

𝐷 − 𝐶2
𝑘−1𝑆𝑛−3

𝐷 + 𝐶4
𝑘−1𝑆𝑛−5

𝐷 − ⋯ + −1
𝑘−1

2 𝐶𝑘−1
𝑘−1𝑆𝑛−𝑘

𝐷

不失一般性假設 𝑘為奇數，則

𝐷𝑛,𝑘 = 𝐶1
𝑘−1𝑆𝑛−2

𝐷 − 𝐶3
𝑘−1𝑆𝑛−4

𝐷 + 𝐶5
𝑘−1𝑆𝑛−6

𝐷 − ⋯ + −1
𝑘−3

2 𝐶𝑘−2
𝑘−1𝑆𝑛−𝑘+1

𝐷

因此 𝐴𝑛,𝑘 = 𝐶0
𝑘−1𝑆𝑛−1

𝐷 + 𝐶1
𝑘−1𝑆𝑛−2

𝐷 − 𝐶2
𝑘−1𝑆𝑛−3

𝐷 − 𝐶3
𝑘−1𝑆𝑛−4

𝐷 + ⋯

+(−1)
𝑘2+𝑘+2

2 𝐶𝑘−1
𝑘−1𝑆𝑛−𝑘

𝐷

𝑆𝑛 = ෍

𝑘=1

𝑛

𝐴𝑛,𝑘

= ෍

𝑘=1

𝑛

෍

𝑖=1

𝑘

−1
𝑖2+𝑖+2

2 × 𝐶𝑖−1
𝑘−1 × 𝑆𝑛−𝑖

𝐷 + −1
𝑛2−𝑛

2

= ෍

𝑖=1

𝑛

෍

𝑘=𝑖

𝑛

−1
𝑖2+𝑖+2

2 × 𝐶𝑖−1
𝑘−1 × 𝑆𝑛−𝑖

𝐷 + −1
𝑛2−𝑛

2

= ෍

𝑖=1

𝑛

−1
𝑖2+𝑖+2

2 × ෍

𝑘=𝑖

𝑛

𝐶𝑖−1
𝑘−1 × 𝑆𝑛−𝑖

𝐷 + −1
𝑛2−𝑛

2

= ෍

𝑖=1

𝑛

−1
𝑖2+𝑖+2

2 × 𝐶𝑖
𝑛 × 𝑆𝑛−𝑖

𝐷 + −1
𝑛2−𝑛

2

二、未來展望

目前我們只能推出長度為 𝑛、重複數分別為 1、2的波浪數列排法總數之關係式，未來我們希望

推得重複數為 𝑚的波浪數列排法總數 𝑆𝑛
𝑚
與原波浪數列排法總數 𝑆𝑛之關係式。

★ 本海報中，除了有註明圖片來源的一張圖，其餘附圖皆由作者親自繪製 ★
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