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i  

得獎感言 

 
關於科展的那些驚喜 

 

司儀喊出：「第一名——030410！」直到了此刻，030410這個編號才真正記

在了我們的腦中，這意料之外的名次將本來要畫下的句點，刷地瞬間改成了驚嘆

號「！」，甚至不顧使用規則的多加了好幾個驚嘆號。 

 

回首去年九月開始做數學研究的懵懂，到今年七月全國科展的成熟，一年過

去了，我們都改變了許多，成長了許多。有些深刻畫面自然而然烙印在了心裡，

例如：起初因為無法理解的原文雜誌而動念放棄、找到非常適合的題目又有了動

力、自學國中幾何工具、發現新的性質、為了解決問題而學習三角函數、證明定

理、校內報告、模擬問答、新北市科展比賽、解析幾何、國展培訓等等，我們帶

著研究成果，終於來到了全國科展的舞台，向評審與參觀的人們侃侃而談我們的

有趣發現。 

 

比賽期間風雨不斷，賽程還因颱風影響而提前。第一日我們跟另外一組同學

出發，提早了一個梯次，順利完成報告與應答。比賽還發生小插曲，因為我們處

理第二日評審的回應而討論到半夜，導致早晨沒有聽到鬧鐘而睡過頭，最後錯過

遊覽車，在驚慌中打給已經帶前一隊到場的指導老師，同時請櫃檯叫計程車搭車

趕去會場比賽。還好最後一刻趕上了檢錄，我們將四周吵雜的聲音拋到九霄雲外，

準備好面對評審的問題，幸好從容圓滿完成了比賽。 

 

頒獎典禮宣布我們獲得全國第一名的殊榮，真的非常驚喜！我們必須感謝指

導老師帶領我們走入數學研究、學習怎麼做研究，還有訓練我們問答，還有同樣

重要的事情——帶大家去吃誘人的基隆廟口夜市美食。我們還要謝謝家人們全力

支持，因為科展影響了一些家庭活動的安排。 

 

雖然科展研究過程占用許多的原本的休閒時間，但是我們並不後悔！那些犧

牲的時光與科展研究的歷程及成果相比，那是微不足道的。科展對學習的幫助是

巨大的！我們除了學習到的新知識之外，對於理解列式、計算速度、觀察繪圖，

以及邏輯推理能力都變得更好了。若未來有機會再次參加，相信能更從容的面對

研究的各種艱辛，更重視跟研究有關的事物。同時也會善用學到的解題思維、作

圖驗證、製作海報和撰寫報告的技巧，應用在其他領域學習。面對無涯的學海，

剛剛被加上的驚嘆號，已悄悄地被改成了刪節號「……」，未完待續。 
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全國科展數學科同校的兩組學生合照 

 

 

作者合照（左起藍翊庭、莊琂） 
 

 
頒獎典禮的師生合照 
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兩組直線所構造的三角形外心軌跡性質 

摘要 

本研究源於 2022 年數學雜誌《Crux Mathematicorum》的一道四邊形動態幾何問題，

我們先將此問題設定為三角形，利用綜合幾何方法給出了兩種構圖條件下的三角形外心軌

跡皆為圓弧，並且發現兩種圓弧的變換關係，也給出豐富有趣的性質。值得一提的是，分

別對三角形的三個頂點輪換進行第一種構圖得出三個圓弧，這些圓弧恰可組合成三角形的

九點圓，這是有趣的發現！回到原始問題的四邊形，我們構造了兩個三角形，透過巧妙轉

換頂角與直徑圓變換而給出外心軌跡所在圓弧的兩個定點而解決此問題。最後推廣至鄰邊

連線時，我們用雙射對應觀點簡潔刻劃了軌跡圓弧。重要的是，本研究處理四邊形的手法

與三角形的是一致的，意味著證明手法具有推廣性。 

壹、 前言 

一、 研究動機與文獻探討 

Luu Dong 在 2022 年 6 月的數學雜誌《Crux Mathematicorum》提出一個有趣的四邊

形動態幾何問題 Problem 4753 [1]，如下所示。 

Let 𝐴𝐵𝐶𝐷 be a quadrilateral for which 𝐴𝐵 is not 

parallel to 𝐶𝐷. Fix a point 𝐸 on 𝐴𝐷 different from 𝐴, 

𝐷, and let 𝐹 be a variable point on the line 𝐵𝐶. 

Denote the projections of 𝐵 and 𝐶 on the line 𝐸𝐹 

by 𝑀 and 𝑁, respectively. If 𝑃 is the intersection of the 

lines through 𝑀 perpendicular to 𝐶𝐷 and through 𝑁 

perpendicular to 𝐴𝐵, prove that the circumcenter of 

triangle 𝑀𝑁𝑃 lies on a fixed circle as 𝐹 moves along 

𝐶𝐷. 

 

圖 1：原始問題 

如下圖，原題目當 𝐸 點為定點，𝐹 點為動點時，△ 𝑀𝑁𝑃 的外心 𝑂 的軌跡是圓弧；

當 𝐸 為動點，𝐹 點為定點時，外心 𝑂 點的軌跡也是圓弧，然而兩個圓弧卻不同。 
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圖 2-1：𝐸 為定點且 𝐹 為動點 圖 2-2：𝐸 為動點且 𝐹 為定點 

我們自 2022 年 9 月開始著手研究此問題，本問題的解答於 2023 年 1 月公告，共

有 6 件徵答，投稿的人用了複雜的坐標解析幾何方法，並且需要使用電腦輔助計算，雜誌

編輯提供了社群 UCLan Cyprus Problem Solving Group 的綜合幾何解法 [2]。本研究與雜誌

提供解答都是用純幾何方法，我們透過兩個定點以及定角，再證明動點外心 𝑂 軌跡為圓

弧。然而，雜誌公告的定點是 𝑆𝐵 點與 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  的中點，本研究則是對稱的 𝑆𝐵 與 𝑆𝐶 點，雜

誌的作法是無法觀察到外心軌跡圓弧與 △ 𝐵𝑋𝐶 的九點圓之關係與性質，另外雜誌解法僅

針對原問題而沒有延伸探討，例如：圓弧的圓心在何處？半徑長度多長？圓周角度數多

大？這些都是有趣的主題。 

對於四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷，在構造法部分，我們將「過 𝑀 點作 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  的垂線且過 𝑁 點作 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅  的垂線，構造的 △ 𝑀𝑁𝑃 的外心 𝑂 點」稱為第一種構圖，創新設定為「過 𝑀 點作 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅  的垂線且過 𝑀 點作 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  的垂線，構造的 △ 𝑀𝑁𝑃′ 的外心 𝑂′ 點」稱為第二種構圖，

這兩種構圖的差異性與關連性為何？此外，𝐸 點與 𝐹 點原題設定分別在對邊上，若分別

在鄰邊呢？ 

  

圖 3-1：第一種構圖 圖 3-2：第二種構圖  
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我們可考慮將四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 退化成三角形 𝐴𝐵𝐶，分析第一種構圖下的 △ 𝑀𝑁𝑃 的外

心 𝑂 點軌跡，以及第二種構圖下的 △ 𝑀𝑁𝑃′ 的外心 𝑂′ 點軌跡的差異性與關連性。我們

發現這個問題可以推廣延伸的方向極為豐富，於是展開以下研究。 

二、 研究目的 

（一） 對於任意三角形，探討兩組直線所構造出的三角形之外心軌跡 

1. 針對三角形的三個頂點方向，刻劃第一種構圖的 △ 𝑀𝑁𝑃 之外心軌跡為圓弧，

並給出其圓心角度數。 

2. 針對三角形的三個頂點方向，刻劃第二種構圖的 △ 𝑀𝑁𝑃′ 之外心軌跡為圓弧，

並給出其圓心角度數。 

3. 探討第一種構圖與第二種構圖的外心軌跡圓弧的變換結構。 

（二） 對於任意三角形，推廣將兩組直線進行旋轉 𝜃 後構造 △ 𝑀(𝜃)𝑁(𝜃)𝑃(𝜃)，探討

第一種構圖與第二種構圖下的外心圓弧、外心連線三角形性質以及變換結構。 

（三） 對於任意四邊形，探討兩組直線所構造出的三角形之外心軌跡 

1. 對邊連線條件下，刻劃第一種構圖的 △ 𝑀𝑁𝑃 之外心軌跡為圓弧，並給出其圓

心角度數。 

2. 探討四邊形與三角形的外心軌跡圓弧之差異。 

3. 鄰邊連線條件下，刻劃第一種構圖的 △ 𝑀𝑁𝑃 之外心軌跡為圓弧，並與對邊連

線條件下進行比較。 

4. 刻劃定點與動點互換後的 △ 𝑀𝑁𝑃 之外心軌跡。 

5. 刻劃第二種構圖的 △ 𝑀𝑁𝑃′ 之外心軌跡。 

貳、 研究設備與器材 

幾何畫板 The Geometer's Sketchpad 5.0 軟體。 
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參、 預備知識 

定義 1. (九點圓) 平面上 △ 𝐴𝐵𝐶 的各邊中點 𝑀𝐴、𝑀𝐵、𝑀𝐶，各邊上的高之垂足點  𝐻𝐴、

𝐻𝐵、𝐻𝐶，以及三個頂點與垂心的連線之中點 𝑇𝐴、𝑇𝐵、𝑇𝐶 共圓，稱為九點圓，其圓心 𝐾 

為垂心與外心連線的中點。 

預備性質 2. [3][4] 

(1) 垂心 𝐻 是 △ 𝐻𝐴𝐻𝐵𝐻𝐶 的內心。 

(2) ∠𝐻𝐶𝐻𝐴𝐻𝐵 = 180° − 2∠𝐵𝐴𝐶，∠𝐻𝐵𝐻𝐶𝐻𝐴 與 

∠𝐻𝐴𝐻𝐵𝐻𝐶 同理。 

(3) 點 𝑇𝐴 平分弧 𝐻𝐵𝐻𝐶，點 𝑇𝐵 與 𝑇𝐶 同理。 

(4) △ 𝐴𝐻𝐵𝐻𝐶~ △ 𝐻𝐴𝐵𝐻𝐶~ △ 𝐻𝐴𝐻𝐵𝐶~ △ 𝐴𝐵𝐶，其

相似比為 cos 𝐴 : cos 𝐵 : cos 𝐶 : 1。 

(5) 點 𝑀𝐴 是 △ 𝐵𝐻𝐵𝐶 的外心，也是 △ 𝐵𝐻𝐶𝐶 的外心，其餘中點同理。 

(6) △ 𝐴𝐵𝐶 之九點圓的半徑等於其外接圓半徑的一半。 

預備性質 3. (四點共圓) 

(1) 四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，若 ∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐵𝐷𝐶，若且唯若 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷 四點共圓。 

(2) 四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，若 ∠𝐷𝐴𝐵 + ∠𝐵𝐶𝐷 = 180°，若且唯若 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷 四點共圓。 

  

圖 5：四點共圓 
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肆、 研究過程與結果 

一、 對於任意三角形，由兩組直線所構造三角形的外心軌跡 

（一） 三角形的第一種構圖之外心軌跡 

我們將原問題的四邊形退化成三角形進行討論，結果發現非常漂亮的結果。 

   

圖 6：三角形構圖步驟 

如上圖，給定任意 △ 𝐴𝐵𝐶，在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上取一動點 𝐷𝐴，分別過 𝐵 點、𝐶 點作 𝐴𝐷𝐴
 ⃡       的

垂線，垂足分別為 𝑀 點、𝑁 點。再過 𝑀 點作 𝐴𝐶 ⃡     的垂線，過 𝑁 點作 𝐴𝐵 ⃡     的垂線，兩

線交於 𝑃 點，取 △ 𝑀𝑁𝑃 的外心 𝑂，點 𝑂 為一動點。 

考慮動點 𝐷𝐴 在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  移動時，外心 𝑂 的軌跡。我們先分析 △ 𝑀𝑁𝑃 的頂點 𝑀 與 𝑁 

的軌跡，再巧妙透過多次四點共圓的技巧給出外心 𝑂 的軌跡。 

性質 1：動點 𝐷𝐴 在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  移動時，△ 𝑀𝑁𝑃 的外心 𝑂 的軌跡為九點圓之圓弧。 

證明： 

1. 如右圖，因為 ∠𝐴𝑃𝐵𝑃 = ∠𝐴𝑃𝐶𝑃 = 90°，

所以 ∠𝑀𝑃𝑁 = ∠𝐵𝐴𝐶，又 𝑂 點為 △

𝑀𝑁𝑃 的外心，可得 ∠𝑂𝑀𝑁 =

180°−2∠𝑀𝑃𝑁

2
=

180°−2∠𝐵𝐴𝐶

2
= 90° − ∠𝐵𝐴𝐶。

再得 ∠𝐵𝑀𝑂 = 90° − ∠𝑂𝑀𝑁 = ∠𝐵𝐴𝐶。

（註：若 ∠𝐵𝐴𝐶 > 90° 時，則 ∠𝑂𝑀𝑁 =

∠𝐵𝐴𝐶 − 90°，不影響後續論證推理） 

2. 因為 ∠𝐴𝑀𝐵 = 90°，所以動點 𝑀 在以 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  為直徑的圓上；同理，動點 𝑁 在以 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  

為直徑的圓上。令 △ 𝐴𝐵𝐶 中，𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上的高的垂足為 𝐻𝐶，𝐴𝐶̅̅ ̅̅  上的高的垂足為 𝐻𝐵，因
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為 𝐴、𝐻𝐵、𝑀、𝐵 共圓，所以 ∠𝐻𝐵𝑀𝐵 + ∠𝐵𝐴𝐶 = 180°，又 ∠𝐵𝑀𝑂 = ∠𝐵𝐴𝐶，得出 

𝐻𝐵、𝑀、𝑂 恆三點共線。再考慮 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  為直徑的圓，𝐴、𝐻𝐶、𝑁、𝐶 共圓，∠𝐻𝐶𝑁𝐶 +

∠𝐵𝐴𝐶 = 180°，又 ∠𝑂𝑁𝐶 = 90° + ∠𝑂𝑁𝑀 = 90° + (90° − ∠𝐵𝐴𝐶) = 180° − ∠𝐵𝐴𝐶，可

得 ∠𝑂𝑁𝐶 = ∠𝐻𝐶𝑁𝐶，得出 𝐻𝐶、𝑂、𝑁 恆三點共線。 

3. 因為 𝐻𝐵、𝑀、𝑂 共線且 𝐻𝐶、𝑂、𝑁 共線，所以 ∠𝐻𝐵𝑂𝐻𝐶 = 180° − ∠𝑀𝑂𝑁 = 180° −

2∠𝑀𝑃𝑁 = 180° − 2∠𝐵𝐴𝐶。考慮 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上的高的垂足為 𝐻𝐴，由垂足三角形性質有 

∠𝐻𝐶𝐻𝐴𝐵 = ∠𝐻𝐵𝐻𝐴𝐶 = ∠𝐵𝐴𝐶，得出 ∠𝐻𝐵𝐻𝐴𝐻𝐶 = 180° − 2∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐻𝐵𝑂𝐻𝐶。注意到 

𝐻𝐴、𝐻𝐵 與 𝐻𝐶 為定點，因此外心 𝑂（動點）恆在 △ 𝐴𝐵𝐶 的九點圓上。 

  

圖 7-2：三點共線 圖 8：外心 𝑂 在九點圓上 

□ 

在性質 1 中，已知 △ 𝑀𝑁𝑃 的頂點 𝑀、𝑁 的軌跡，同時也給出外心 𝑂 的軌跡，我

們好奇頂點 𝑃 的軌跡是什麼？有趣的是，𝑃 恆落在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上的高上。 

性質 2：動點 𝐷𝐴 在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  移動時，△ 𝑀𝑁𝑃 的頂點 𝑃 的軌跡為線段（𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上的高）。 

證明：先證明 𝑃、𝐻𝐴、𝑀、𝑁 共圓。由性質 1 可知 

∠𝑀𝑃𝑁 = ∠𝐵𝐴𝐶，考慮 ∠𝑀𝐻𝐴𝑁 = ∠𝑀𝐻𝐴𝐶 + ∠𝐶𝐻𝐴𝑁，

又由 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  為直徑的圓可得 ∠𝐶𝐻𝐴𝑁 =
𝐶𝑁̂

2
= ∠𝐶𝐴𝑁 且由 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅  為直徑的圓可得 𝐴、𝑀、𝐻𝐴、𝐵 共圓，所以 

∠𝑀𝐻𝐴𝐶 = ∠𝑁𝐴𝐵，所以 ∠𝑀𝐻𝐴𝑁 = ∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝑀𝑃𝑁，得

出 𝑃、𝐻𝐴、𝑀、𝑁 共圓。第二，∠𝑃𝐻𝐴𝑁 =
𝑃𝑁̂

2
=
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∠𝑃𝑀𝑁，對頂角 ∠𝑃𝑀𝑁 = ∠𝑃𝐵𝑀𝐴，又 ∠𝐶𝐻𝐴𝑁 = ∠𝐶𝐴𝑁，因此 ∠𝐶𝐻𝐴𝑃 = ∠𝐶𝐻𝐴𝑁 +

∠𝑁𝐻𝐴𝑃 = ∠𝐶𝐴𝑁 + ∠𝑃𝐵𝑀𝐴 = 90°，即 𝑃𝐻𝐴
̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 。 

□ 

引理 3：若 𝑉𝐴、𝑉𝐵、𝑉𝐶 分別為 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐻̅̅ ̅̅ 、𝐶𝐻̅̅ ̅̅  的中點，則 △ 𝑉𝐴𝑉𝐵𝑉𝐶~ △ 𝐴𝐵𝐶。 

證明：𝑉𝐴、𝑉𝐵、𝑉𝐶 分別為 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐻̅̅ ̅̅ 、𝐶𝐻̅̅ ̅̅  的中點，

可得出 𝑉𝐴𝑉𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∥ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝑉𝐵𝑉𝐶

̅̅ ̅̅ ̅̅ ∥ 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝑉𝐶𝑉𝐴
̅̅ ̅̅ ̅̅ ∥ 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ ，所以得出 

△ 𝑉𝐴𝑉𝐵𝑉𝐶~ △ 𝐴𝐵𝐶。 

 

 

 

□ 

性質 4：動點 𝐷𝐴 在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  移動時，△ 𝑀𝑁𝑃 的外心 𝑂 的軌跡圓弧的圓心角為 2∠𝐵𝐴𝐶。 

證明：在性質 1 中我們已經證明外心 𝑂 的軌跡九點圓的圓弧，因此如下圖考慮以下兩種

情形找出圓弧的端點，當動點 𝐷𝐴 分別與頂點 𝐵 與 𝐶 重合，可得出兩端點，即 △ 𝐴𝐵𝐶 

的九點圓分別與 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上的高之交點 𝑂1 與 𝑂2，可得出 ∠𝑂1𝑃𝑂2 = 180° − ∠𝐵𝐴𝐶。令

九點圓圓心為 𝐾 點，由引理 3 可得 ∠𝑂1𝐾𝑂2 = 2∠𝐵𝐴𝐶。 

  

圖 11-1：圓弧的左端點 𝑂1 圖 11-2：圓弧的右端點 𝑂2 

□ 

如下圖，我們分別在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐶𝐴̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上取動點 𝐷𝐴、𝐷𝐵、𝐷𝐶，透過性質 1 與性質 4 

可推出三個圓弧合併即為 △ 𝐴𝐵𝐶 的九點圓，這個發現非常有趣也很驚喜。 

我們搜尋線上數學百科全書 Wolfram MathWorld 網站關於九點圓的資料[3]，並沒有發
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現此構圖或性質，這是本研究的亮點！此做法也可以視作九點圓的另類構造法。 

   

圖 12-1：𝐷𝐴 動點 圖 12-2：𝐷𝐵 動點 圖 12-3：𝐷𝐶  動點 

（二） 三角形的第二種構圖之外心軌跡 

我們將構造法進行改變。如下圖，前面的作法是過 𝑀 點作 𝐴𝐶 ⃡     的垂線，過 𝑁 點作 

𝐴𝐵 ⃡     的垂線，兩線交於 𝑃 點，考慮改成過 𝑀 點作 𝐴𝐵 ⃡     的垂線，過 𝑁 點作 𝐴𝐶 ⃡     的垂線，

兩線交於 𝑃′ 點，取 △ 𝑀𝑁𝑃′ 的外心 𝑂′。兩種構圖方式得出的外心軌跡不相同，但具有

關聯性，我們接下來繼續探究其中的幾何樣式與性質。 

  

圖 13-1：第一種構圖 圖 13-2：第二種構圖 

在性質 1 的 △ 𝑀𝑁𝑃 的外心 𝑂 的軌跡的重要關鍵是證明動點 𝑂 與三個定點 𝐻𝐴、

𝐻𝐵 與 𝐻𝐶 恆四點共圓（第一種構圖）。變成第二種

構圖後，如何找出類似的定點就是關鍵，我們利用 

GSP 軟體進行多次實驗，並給出了第二種構圖的兩

個定點為 𝑆𝐵 與 𝑆𝐶 點，其中 𝑆𝐵 點為 𝐻𝐴𝐻𝐶
 ⃡          與以 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅  為直徑的圓之交點，𝑆𝐶 點為 𝐻𝐴𝐻𝐵
 ⃡          與以 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  

為直徑的圓之交點，以下是我們的證明。 
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性質 5：動點 𝐷𝐴 在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  移動時，△ 𝑀𝑁𝑃′ 的外心 𝑂′ 的軌跡為圓弧，其圓心角為 

2∠𝐵𝐴𝐶。 

證明： 

1. 如下圖，仿照性質 1 的方法可得 ∠𝑀𝑃′𝑁 = ∠𝐵𝐴𝐶，又 𝑂′ 點為 △ 𝑀𝑁𝑃′ 的外心， 

∠𝑂′𝑀𝑁 = 90° − ∠𝐵𝐴𝐶，再得 ∠𝐵𝑀𝑂′ = 90° + (90° − ∠𝐵𝐴𝐶) = 180° − ∠𝐵𝐴𝐶。因為 

𝐻𝐴 與 𝐻𝐶  為高的垂足，所以 ∠𝐻𝑐𝐻𝐴𝐵 = ∠𝐵𝐴𝐶 又 ∠𝐵𝑀𝑆𝐵 =
𝑆𝐵𝐵̂

2
= ∠𝐻𝑐𝐻𝐴𝐵，得出 

∠𝐵𝑀𝑆𝐵 = ∠𝐵𝐴𝐶，所以 ∠𝐵𝑀𝑆𝐵 + ∠𝐵𝑀𝑂′ = 180°，故 𝑆𝐵、𝑀、𝑂′ 恆三點共線。再考

慮 𝑆𝐶、𝑁、𝑂′ 三點，∠𝑂′𝑁𝑀 = ∠𝑂′𝑀𝑁 = 90° − ∠𝐵𝐴𝐶，所以 ∠𝑂′𝑁𝐶 = 90° −

(90° − ∠𝐵𝐴𝐶) = ∠𝐵𝐴𝐶，又 ∠𝐶𝑁𝑆𝐶 =
𝑆𝐶𝐶̂

2
= ∠𝐻𝐵𝐻𝐴𝐶 = ∠𝐵𝐴𝐶，因此 𝑆𝐶、𝑁、𝑂′ 恆三

點共線。 

2. 因為 𝑆𝐵、𝑀、𝑂′ 共線且 𝑆𝐶、𝑂′、𝑁 共線，所以 ∠𝑆𝑐𝑂′𝑆𝐵 = 180° − ∠𝑀𝑂′𝑁 = 180° −

2∠𝑀𝑃′𝑁 = 180° − 2∠𝐵𝐴𝐶。由垂足三角形性質有 ∠𝑆𝐵𝐻𝐴𝑆𝐶 = 180° − 2∠𝐵𝐴𝐶 =

∠𝑆𝑐𝑂′𝑆𝐵。注意到 𝐻𝐴、𝑆𝐵 與 𝑆𝐶 為定點，因此外心 𝑂′（動點）恆在 △ 𝑆𝐵𝑆𝐴𝐻𝐴 的外

接圓上，也就是 𝐻𝐴、𝑆𝐵、𝑆𝐶 與 𝑂′ 四點共圓。 

  

圖 15-1：三點共線 圖 15-2：外心 𝑂′ 的軌跡為圓弧 

3. 注意到 ∠𝐴𝐻𝐴𝑆𝐵 = ∠𝐴𝐻𝐴𝑆𝐶 = 90° − ∠𝐴，可得 
𝑆𝐵𝐴̂

2
= ∠𝐴𝐻𝐴𝑆𝐵 = ∠𝐴𝐻𝐴𝑆𝐶 =

𝐻𝐵𝐴̂

2
，即 𝑆𝐵 

為 𝐻𝐵 關於 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  的對稱點，同理 𝑆𝐶 為 𝐻𝐶 關於 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  的對稱點。如下圖分別考慮 

𝐴𝐷𝐴
̅̅ ̅̅ ̅ 分別與 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  重合可得出圓弧的兩個端點 𝑂1

′  與 𝑂2
′。由上可知 𝑆𝐵𝑆𝐶̂ =
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2∠𝐻𝐶𝐻𝐴𝐻𝐵 = 2(180° − 2∠𝐵𝐴𝐶)，又 ∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝑆𝐶𝐹𝑂2
′ =

𝑆𝐵𝑂1
′̂+𝑆𝐶𝑂2

′̂

2
，所以 𝑆𝐵𝑂1

′̂ +

𝑆𝐵𝑂2
′̂ = 2∠𝐵𝐴𝐶，因此 𝑂1

′𝑂2
′̂ = 360° − 2(180° − 2∠𝐵𝐴𝐶) − 2∠𝐵𝐴𝐶 = 2∠𝐵𝐴𝐶。 

4. 再分別 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上取動點 𝐷𝐵、𝐷𝐶，依相同作圖步驟構造出兩個三角形的外心，並且

描繪其圓弧軌跡，其圓心角分別為 2∠𝐶𝐵𝐴 與 2∠𝐵𝐶𝐴，如下圖，與第一種構圖不同的

是，第二種構圖的三個圓弧並非同一個圓。 

 
 

圖 16：外心 𝑂′ 的軌跡圓弧的大小 圖 17：三個方向構造的外心的軌跡圓弧 

□ 

如上圖，𝐾𝐴 圓心的圓弧 𝑂1
′𝑂2

′̂ 與 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  的交點有兩個，一個是已經證明的垂足點 

𝐻𝐴，另一個是什麼呢？我們發現另外一個點是 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  的中點 𝑀𝐴。第二種構圖的圓弧與第一

種構圖的圓弧（九點圓）雖然不相同，但是它們都會通過 𝐻𝐴 與 𝑀𝐴，我們在以下的性質

證明中給出了兩種構圖的幾何關連性「旋轉與相似變換」。 

性質 6：動點 𝐷𝐴 在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  移動時，△ 𝑀𝑁𝑃′ 的外心 𝑂′ 的軌跡圓弧通過 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  的中點。 

證明：如圖分別以 △ 𝐴𝐵𝐶 三邊為直徑作三圓，在 △ 𝑀𝐴𝐻𝐵𝑆𝐶 與 △ 𝑀𝐴𝐻𝐶𝑆𝐵 中，𝑀𝐴𝐻𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =

𝑀𝐴𝐻𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =

𝐵𝐶̅̅ ̅̅

2
，又 𝑆𝐵 為 𝐻𝐵 關於 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  的對稱點且 𝑆𝐶 為 𝐻𝐶 關於 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  的對稱點，得出 

𝐻𝐵𝑆𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻𝐵𝐻𝐶

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻𝐶𝑆𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。接著討論 ∠𝑀𝐴𝐻𝐵𝑆𝐶 與 ∠𝑀𝐴𝐻𝐶𝑆𝐵， 𝑀𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑀𝐴𝐻𝐶

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  可得 

∠𝑀𝐴𝐻𝐶𝐵 = ∠𝐵，又 ∠𝑆𝐵𝐻𝐶𝐴 = ∠𝐴𝐻𝐶𝐻𝐵 = ∠𝐶，推得 ∠𝑀𝐴𝐻𝐶𝑆𝐵 = 180° − ∠𝐵 + ∠𝐶，同理

可得出 ∠𝑀𝐴𝐻𝐵𝑆𝐶 = 180° − ∠𝐵 + ∠𝐶，所以 △ 𝑀𝐴𝐻𝐵𝑆𝐶 ≅△ 𝑀𝐴𝐻𝐶𝑆𝐵（SAS 全等），因此 

∠𝑀𝐴𝑆𝐵𝐻𝐴 = ∠𝑀𝐴𝑆𝐶𝐻𝐴，可推得 𝑆𝐵、𝑆𝐶、𝑀𝐴 與 𝐻𝐴 四點共圓，即圓弧通過 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  的中點。 
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圖 18：𝑆𝐵、𝐻𝐴、𝑀𝐴、𝑆𝐶 共圓 圖 19：兩種構圖的幾何關聯  

□ 

我們給出了第二種構圖下的圓弧（𝐾𝐴 為圓心）之幾何本質，它是第一種構圖的九點

圓變換而來，即以 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  的中點 𝑀𝐴 為旋轉與位似中心，先旋轉 ∠𝐻𝐶𝑀𝐴𝑆𝐵，再進行縮放 

𝑀𝐴𝐾̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑀𝐴𝐾𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=

𝑀𝐴𝑆𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑀𝐴𝐻𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
= √4 cos2 𝐴 − 4 cos2 𝐵 − 4 cos2 𝐶 + 5，這是很美麗的幾何關係（附註說明：

在 △ 𝐻𝐶𝑀𝐴𝑆𝐵 中，𝑀𝐴𝐻𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑀𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ =

𝑎

2
，𝐻𝐶𝑆𝐵

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻𝐶𝐻𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎 cos 𝐴，利用餘弦定理可得出 

𝑀𝐴𝑆𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 的長度，即得出縮放比例 

𝑀𝐴𝑆𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑀𝐴𝐻𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 ）。 

繼續深究第二種構圖的幾何性質，考慮三個圓心 𝐾𝐴、𝐾𝐵、𝐾𝐶，它們分別是△ 𝐴𝐵𝐶 的

頂點與各邊中點連線形成的三角形之外心。 

性質 7：點 𝐾𝐴、𝐾𝐵、𝐾𝐶 分別是 △ 𝐴𝑀𝐵𝑀𝐶、△ 𝐵𝑀𝐶𝑀𝐴、△ 𝐶𝑀𝐴𝑀𝐵 的外心。 

證明： 

1. 在 △ 𝐻𝐶𝑀𝐴𝑆𝐵 中，𝑀𝐴𝐻𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑀𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ =

𝑎

2
，𝐻𝐶𝑆𝐵

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻𝐶𝐻𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎 cos 𝐴，由性質 6 的證明中可

得知 △ 𝑀𝐴𝑆𝐵𝐻𝐶~ △ 𝑀𝐴𝐾𝐾𝐴，推得 𝑀𝐴𝐾̅̅ ̅̅ ̅̅ : 𝐾𝐾𝐴
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑀𝐴𝐻𝐶

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ : 𝐻𝐶𝑆𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 1: 2 cos 𝐴。注意到 △

𝐴𝐵𝐶 的外接圓半徑是其九點圓的半徑的 2 倍，由正弦定理先得出外接圓半徑為 
𝑎

2 sin 𝐴
 

所以九點圓半徑 𝑀𝐴𝐾̅̅ ̅̅ ̅̅ =
𝑎

4 sin 𝐴
，𝐾𝐾𝐴

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑀𝐴𝐾̅̅ ̅̅ ̅̅ × 2 cos 𝐴 =
𝑎

2
× cot 𝐴。 

2. 考慮連接中點 𝑀𝐴𝑀𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑀𝐴𝑀𝐶

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ，以及 𝐾𝑀𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝐾𝑀𝐶

̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝐾𝐴𝑀𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐾𝐴𝑀𝐶

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。𝐾𝐴𝐾̅̅ ̅̅ ̅̅  是連心線，可
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得 𝐾𝐴𝐾 ⃡      ⊥ 𝐻𝐴𝑀𝐴
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，又 𝑀𝐵𝑀𝐶

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∥ 𝐻𝐴𝑀𝐴
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，所以 𝐾𝐴𝐾 ⃡      ⊥ 𝑀𝐵𝑀𝐶

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ，再得出 𝐾𝐴𝐾 ⃡       是 𝑀𝐵𝑀𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  的

中垂線。在九點圓 𝐾 中，∠𝑀𝐵𝐾𝑀𝐶 = 2∠𝑀𝐵𝑀𝐴𝑀𝐶 = 2∠𝐴，所以 ∠𝑀𝐵𝐾𝐸 = ∠𝐴。 

3. 考慮直角 △ 𝐾𝑀𝐶𝐸 中，𝐾𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐾𝑀𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ × cos 𝐴 =

𝑎

4 sin 𝐴
× cos 𝐴 =

𝑎

4
× cot 𝐴，又 𝐾𝐾𝐴

̅̅ ̅̅ ̅̅ =

𝑎

2
× cot 𝐴，因此 𝐾𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐸𝐾𝐴

̅̅ ̅̅ ̅，即四邊形 𝐾𝑀𝐵𝐾𝐴𝑀𝐶 是菱形（對角線互相垂直平分），推

得 ∠𝑀𝐵𝐾𝐴𝑀𝐴 = ∠𝑀𝐵𝐾𝑀𝐶 = 2∠𝐴 且 𝐾𝐴𝑀𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐾𝐴𝑀𝐶

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，因此 𝐾𝐴 是 △ 𝐴𝑀𝐵𝑀𝐶 的外心。

同理可得 𝐾𝐵 與 𝐾𝐶 分別是 △ 𝐵𝑀𝐶𝑀𝐴、△ 𝐶𝑀𝐴𝑀𝐵 的外心。 

  

圖 20：兩種構圖的縮放比 圖 21：四邊形 𝐾𝑀𝐵𝐾𝐴𝑀𝐶 是菱形 

□ 

將圓心 𝐾𝐴、𝐾𝐵、𝐾𝐶 連線構成 △ 𝐾𝐴𝐾𝐵𝐾𝐶，我們發現三角形非常特殊，△ 𝐾𝐴𝐾𝐵𝐾𝐶 與 

△ 𝐴𝐵𝐶 的位似中心是 △ 𝐴𝐵𝐶 的外心，這個性質非常美麗！ 

性質 8：△ 𝐾𝐴𝐾𝐵𝐾𝐶~ △ 𝐴𝐵𝐶，位似中心為 △ 𝐴𝐵𝐶 的外心 𝑂 且位似比為 1: 2。 

證明：由性質 7 可得點 𝐾𝐴、𝐾𝐵、𝐾𝐶 分別是 △

𝐴𝑀𝐵𝑀𝐶、△ 𝐵𝑀𝐶𝑀𝐴、△ 𝐶𝑀𝐴𝑀𝐵 的外心，又△

𝐴𝑀𝐵𝑀𝐶~ △ 𝐴𝐶𝐵，所以 𝐴、𝐾𝐴、𝑂 三點共線且 

𝑂𝐴̅̅ ̅̅ = 2𝑂𝐾𝐴
̅̅ ̅̅ ̅̅，同理 𝑂𝐵̅̅ ̅̅ = 2𝑂𝐾𝐵

̅̅ ̅̅ ̅̅ 、𝑂𝐶̅̅ ̅̅ = 2𝑂𝐾𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ，因

此 △ 𝐾𝐴𝐾𝐵𝐾𝐶~ △ 𝐴𝐵𝐶。 
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二、 推廣將兩組直線進行旋轉 𝜽 後構造 △ 𝑴(𝜽)𝑵(𝜽)𝑷(𝜽) 

對於兩組直線進行推廣，我們先討論過 𝑀 點作 𝐴𝐶 ⃡     的垂線與過 𝑁 點作 𝐴𝐵 ⃡     的垂

線，我們將此兩直線分別以 𝑀 點、𝑁 點為旋轉中心，旋轉有向角 𝛾 後（正角為逆時

鐘，負角為順時鐘），兩線交於 𝑄 點，因為 ∠𝑃𝑀𝑄 = ∠𝑃𝑁𝑄 =  𝛾，所以 𝑀、𝑃、𝑄 與 

𝑁 四點共圓，因此 △ 𝑀𝑁𝑃 與 △ 𝑀𝑁𝑄 的外心重合，也就是說在有向角度 𝛾 變量下，其

外心是不動點。 

 

圖 23：外心是不動點 

 因此僅需要討論第一組直線即可，也就是說在第一種構圖下，將通過 𝐵、𝐶 點的兩條

直線進行推廣，我們考慮旋轉有向角 𝜃 使得 ∠𝑀𝐵𝑀(𝜃) = ∠𝑁𝐶𝑁(𝜃) = 𝜃。 

 

   

圖 24：一般化旋轉有向角 𝜃 的構圖步驟 

如上圖，給定任意 △ 𝐴𝐵𝐶，在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上取一動點 𝐷𝐴，令 𝐵 點、𝐶 點關於 𝐴𝐷𝐴
 ⃡       的垂

足分別為 𝑀 點、𝑁 點。過 𝐵 點作 𝐵𝑀(𝜃) ⃡             交 𝐴𝐷𝐴
 ⃡       於 𝑀(𝜃) 點，使得 ∠𝑀𝐵𝑀(𝜃) = 𝜃

（有向角），再過 𝐶 點作 𝐶𝑁(𝜃) ⃡            交 𝐴𝐷𝐴
 ⃡       於 𝑁(𝜃) 點，使得 ∠𝑁𝐶𝑁(𝜃) = 𝜃（有向角）。 
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由於前面我們討論過第二組直線在有向角度變量下，外心是不動點，所以不失一般性

直接做垂線即可，再分別過 𝑀(𝜃) 點作 𝐴𝐶 ⃡     的垂線，過 𝑁(𝜃) 點作 𝐴𝐵 ⃡     的垂線，兩線交

於 𝑃(𝜃) 點，取 △ 𝑀(𝜃)𝑁(𝜃)𝑃(𝜃) 的外心 𝑂(𝜃)（即第一種構圖的一般化角度）。 

 首先我們先分析一般化角度，旋轉有向角 𝜃 的 △ 𝑀(𝜃)𝑁(𝜃)𝑃(𝜃)，因為 𝑀(𝜃)𝑃(𝜃) ⃡                     

垂直 𝐴𝐶 ⃡     且 𝑁(𝜃)𝑃(𝜃) ⃡                    垂直 𝐴𝐵 ⃡    ，所以 ∠𝑀(𝜃)𝑃(𝜃)𝑁(𝜃) =  ∠𝐵𝐴𝐶。在變動的角度 𝜃 

下，∠𝑀(𝜃)𝑂(𝜃)𝑁(𝜃) =  2∠𝐵𝐴𝐶。 

 

圖 25：第一種構圖的一般化角度推廣 

第二，如同性質 1（見圖 8），當 𝜃 = 0° 時，我們已經證明了動點 𝑂 與三個定點 

𝐻𝐴、𝐻𝐵 與 𝐻𝐶 恆四點共圓。在一般化角度 𝜃 的情形下，我們想要證明外心 𝑂(𝜃) 的軌

跡是圓弧，其技巧就是找出動點 𝑂(𝜃) 與某兩個定點，再證明此三點恆共圓，我們最後給

出了定點 𝐻𝐵(𝜃) 與 𝐻𝐶(𝜃)，此性質展現幾何之美與數學趣味性。 

先由 𝜃 = 0° 時去觀察，如圖，性質 1 中的 𝐴、𝐻𝐶、𝑁、𝐶 共圓是關鍵的幾何結構，

推廣 𝜃 為任意角度時，以 𝐶 為旋轉中心將 𝐶𝑁 ⃡     旋轉有向角 𝜃（有向角 ∠𝑁𝐶𝑁(𝜃) =

𝜃），維持 𝐴、𝑁(𝜃)、𝐶 以及 𝐻𝐶(𝜃) 共圓。 
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因此我們考慮以 𝐴 為旋轉中心將 𝐴𝐵 ⃡     旋轉有向角 −𝜃（有向角 ∠𝐻𝐶𝐴𝐻𝐶(𝜃) = −𝜃），

此時因為 ∠𝐶𝑁(𝜃)𝑁 = 90° − 𝜃，在共圓對同

弧下 ∠𝐶𝐻𝐶(𝜃)𝐴 也會等於 90° − 𝜃，因此 

𝐶𝐻𝐶(𝜃)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，推得 𝐶、𝐻𝐶、𝐻𝐶(𝜃) 三點共

線，於是我們給出關鍵的點 𝐻𝐶(𝜃) 的作圖方

法，點 𝐻𝐵(𝜃) 亦同理。定點 𝐻𝐵(𝜃) 與 

𝐻𝐶(𝜃) 點作圖方法如下：過 𝐴 點作 𝐴𝐻𝐵(𝜃) ⃡               

交 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  邊上的高 𝐵𝐻𝐵
 ⃡        於 𝐻𝐵(𝜃) 點，使得 

∠𝐶𝐴𝐻𝐵(𝜃) = −𝜃，再過 𝐴 點作 𝐴𝐻𝐶(𝜃) ⃡               交 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅  邊上的高  𝐶𝐻𝐶
 ⃡       於 𝐻𝐶(𝜃) 點，使得 

∠𝐵𝐴𝐻𝐶(𝜃) = −𝜃。 

 

圖 27：一般化第一種構圖的兩定點 𝐻𝐵(𝜃) 與 𝐻𝐶(𝜃) 

定理 9：動點 𝐷𝐴 在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  移動時，△ 𝑀(𝜃)𝑁(𝜃)𝑃(𝜃) 的外心 𝑂(𝜃) 的軌跡為圓弧。 

證明： 

1. ∠𝐵𝑀(𝜃)𝑂(𝜃) = ∠𝐵𝑀(𝜃)𝑁(𝜃) − ∠𝑂(𝜃)𝑀(𝜃)𝑁(𝜃) = (90° − θ) − (90° − ∠𝐵𝐴𝐶) =

∠𝐵𝐴𝐶 − 𝜃。再考慮 ∠𝐻𝐵(𝜃)𝑀(𝜃)𝐵，由前頁的討論得知 𝐴、𝐻𝐵(𝜃)、𝑀(𝜃)、𝐵 四點共

圓，可得出 ∠𝐻𝐵(𝜃)𝑀(𝜃)𝐵 = 180° − ∠𝐵𝐴𝐻𝐵(𝜃) = 180° − (∠𝐵𝐴𝐶 − 𝜃)，因此 

∠𝐵𝑀(𝜃)𝑂(𝜃) + ∠𝐻𝐵(𝜃)𝑀(𝜃)𝐵 = 180°，即 ∠𝐻𝐵(𝜃)𝑀(𝜃)𝑂(𝜃) = 180°，於是 𝐻𝐵(𝜃)、

𝑀(𝜃)、𝑂(𝜃) 恆三點共線。同樣方式我們也可得出 𝐻𝐶(𝜃)、𝑁(𝜃)、𝑂(𝜃) 恆三點共線。 

2. 因為 𝐻𝐵(𝜃)、𝑀(𝜃)、𝑂(𝜃) 共線且 𝐻𝐶(𝜃)、𝑁(𝜃)、𝑂(𝜃) 共線，所以 
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圖 26：一般化的定點分析 
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∠𝐻𝐵(𝜃)𝑂(𝜃)𝐻𝐶(𝜃) = 180° − ∠𝑀(𝜃)𝑂(𝜃)𝑁(𝜃) = 180° − 2∠𝐵𝐴𝐶。注意到 𝐻𝐵(𝜃) 與 

𝐻𝐶(𝜃) 為定點，因此（動點）外心 𝑂(𝜃) 的軌跡為圓弧。 

 

圖 28：外心 𝑂(𝜃) 的軌跡為圓弧 

□ 

在定理 9 的證明中，我們發現 ∠𝐻𝐵(𝜃)𝑂(𝜃)𝐻𝐶(𝜃) = 180° − 2∠𝐵𝐴𝐶，又因為 

∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐻𝐶(𝜃)𝐴𝐻𝐵(𝜃)，於是我們可以給出第一種構圖的一般化角度 𝜃 的外心圓的幾何

意義，它一樣是九點圓。如下圖，過點 𝐻𝐵(𝜃) 作 𝐴𝐻𝐵(𝜃) ⃡               的垂線交 𝐴𝐻𝐶(𝜃) ⃡               於 𝐵(𝜃) 

點，再過 點 𝐻𝐶(𝜃) 作 𝐴𝐻𝐶(𝜃) ⃡               的垂線交 𝐴𝐻𝐵(𝜃) ⃡               於 𝐶(𝜃) 點。 

因為 𝐻𝐵(𝜃) 與 𝐻𝐶(𝜃) 為 △ 𝐴𝐵(𝜃)𝐶(𝜃) 高的垂足，再令 𝐵(𝜃)𝐶(𝜃) ⃡                    上的高之垂足為 

𝐻𝐴(𝜃)，可得出 ∠𝐻𝐵(𝜃)𝐻𝐴(𝜃)𝐻𝐶(𝜃) = 180° − 2∠𝐵𝐴𝐶，所以 𝐻𝐴(𝜃)、𝐻𝐵(𝜃)、𝐻𝐶(𝜃) 與動

點 𝑂(𝜃) 共圓，外心 𝑂(𝜃) 的軌跡為 △ 𝐴𝐵(𝜃)𝐶(𝜃) 的九點圓的圓弧。 

根據定點 𝐻𝐵(𝜃)、𝐻𝐶(𝜃) 以及 𝐵(𝜃)、𝐶(𝜃) 的作圖步驟，我們得出 △ 𝐴𝐵(𝜃)𝐶(𝜃) 是

以 𝐴 點為旋轉中心，將 △ 𝐴𝐵𝐶 旋轉有向角 −𝜃，再縮放 
1

cos𝜃
。我們可再推得兩個對應

點與旋轉中心構成的角恆為 90 度，例如：∠𝐻𝐵(𝜃)𝐻𝐵𝐴 = ∠𝐵(𝜃)𝐵𝐴 = ∠𝐶(𝜃)𝐶𝐴 = 90°。 
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圖 29：外心 𝑂(𝜃) 圓弧的幾何意義 

定理 10：△ 𝑀(𝜃)𝑁(𝜃)𝑃(𝜃) 的外心 𝑂(𝜃) 的軌跡為圓弧，其圓心角為 2∠𝐵𝐴𝐶。 

證明：𝑂(𝜃) 軌跡圓弧的左端點為 𝐷𝐴 與 𝐵 點重合，此時 𝑀(𝜃) 點也會與其重合，△

𝑀(𝜃)𝑁(𝜃)𝑃(𝜃) 為一直角三角形，因此外心 𝑂(𝜃) 在 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  上的高。同理，右端點為 𝐷𝐴 與 

𝐶 點重合，此時外心 𝑂(𝜃) 在 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上的高。 

 

圖 30：圓弧的左右端點 

接著討論圓弧的大小，在 △ 𝐴𝐵(𝜃)𝐶(𝜃) 中，弧 𝐻𝐵(𝜃)𝐻𝐶(𝜃) = 2∠𝐻𝐵(𝜃)𝐻𝐴(𝜃)𝐻𝐶(𝜃) =

2(180° − 2∠𝐵(𝜃)𝐴𝐶(𝜃)) = 2(180° − 2∠𝐵𝐴𝐶)。在 △ 𝐴𝐵𝐶 中，∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐻𝐵(𝜃)𝐹𝑂2，所

以弧 𝐻𝐵(𝜃)𝑂2 + 弧 𝐻𝐶(𝜃)𝑂1 = 2∠𝐵𝐴𝐶，因此 𝑂1𝑂2̂ = 360° − 2(180° − 2∠𝐵𝐴𝐶) −

2∠𝐵𝐴𝐶 = 2∠𝐵𝐴𝐶。 
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圖 31：外心 𝑂(𝜃) 的軌跡圓弧的大小 

□ 

若我們對 △ 𝐴𝐵𝐶 的三個頂點各進行第一種構圖的一般化角度推廣，得出三個圓心 

𝐾𝐴(𝜃)、𝐾𝐵(𝜃) 與 𝐾𝐶(𝜃)，將圓心連線構成 △ 𝐾𝐴(𝜃)𝐾𝐵(𝜃)𝐾𝐶(𝜃)，我們發現此三角形相似

於 △ 𝐴𝐵𝐶！ 

性質 11：△ 𝐾𝐴(𝜃)𝐾𝐵(𝜃)𝐾𝐶(𝜃)~ △ 𝐴𝐵𝐶，縮放比為 tan 𝜃 : 1 且對應邊恆垂直。 

證明：由第一種構圖的一般化角度作圖步驟可得將 

△ 𝐴𝐵𝐶 以三個頂點為旋轉中心各進行旋轉有向角 

−𝜃，再縮放 
1

cos𝜃
，於是兩個對應點與旋轉中心構

成的角恆為 90 度，可得 ∠𝐾𝐴(𝜃)𝐾𝐴 =

∠𝐾𝐵(𝜃)𝐾𝐵 = ∠𝐾𝐶(𝜃)𝐾𝐶 = 90°，再得出三組相似 

△ 𝐾𝐴(𝜃)𝐾𝐵(𝜃)𝐾~ △ 𝐴𝐵𝐾、△ 𝐾𝐵(𝜃)𝐾𝐶(𝜃)𝐾~ △

𝐵𝐶𝐾，以及 △ 𝐾𝐶(𝜃)𝐾𝐴(𝜃)𝐾~ △ 𝐶𝐴𝐾，因此我們有 

△ 𝐾𝐴(𝜃)𝐾𝐵(𝜃)𝐾𝐶(𝜃)~ △ 𝐴𝐵𝐶，其縮放比例為 

𝐾𝐴(𝜃)𝐾̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ : 𝐾𝐴̅̅ ̅̅ ，再因為 △ 𝐾𝐴(𝜃)𝐾𝐴 為直角三角形且 

∠𝐾𝐴(𝜃)𝐴𝐾 = 𝜃，𝐾𝐴(𝜃)𝐾̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ : 𝐾𝐴̅̅ ̅̅ = tan 𝜃 : 1。 
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我們完整給出第一種構圖的一般化角度 𝜃 的幾何結構與性質，尤其是旋轉縮放後的

三角形，因此有關一般化角度 𝜃 的第二種構圖，其幾何結構與相關性質，我們可以仿照 

𝜃 = 0° 時的性質 5、性質 6、性質 7 與性質 8 的方法進行刻劃，因此省略此部分。 

三、 對於任意凸凹四邊形，由兩組直線所構造三角形的外心軌跡 

回到原始問題的四邊形，我們在四邊形中先構造三角形，並且巧妙轉換其頂角，再透

過前兩節的三角形的定點共圓技巧，給出了任意四邊形的兩組直線所構造三角形的外心軌

跡結果。四邊形的證明構圖較三角形複雜許多，但是兩者的邏輯是一致，顯示本研究的證

明手法具有推廣性。 

有關四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的兩組直線所構造三角形的外心作圖步驟如下。 

   

圖 33：四邊形構圖步驟 

如上圖，給定非平行四邊形的任意四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷，不失一般性令 ∠𝐴 + ∠𝐷 > 180°。𝐸 

為 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  上定點（含兩端點），在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上取一動點 𝐹，分別過 𝐵 點、𝐶 點作 𝐸𝐹 ⃡     的垂線，

垂足分別為 𝑀 點、𝑁 點。再過 𝑀 點作 𝐶𝐷 ⃡     的垂線，過 𝑁 點作 𝐴𝐵 ⃡     的垂線，兩線交於 

𝑃 點，最後取 △ 𝑀𝑁𝑃 的外心 𝑂，點 𝑂 為一動點。 

（一） 四邊形的第一種構圖的圓弧的定點尋找與構造討論 

原始作圖是在四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，𝐸𝐹 ⃡     上 𝑀 點、𝑁 點，過 𝑀 點作 𝐶𝐷 ⃡     的垂線，過 

𝑁 點作 𝐴𝐵 ⃡     的垂線，於是我們延伸 𝐵𝐴       與 𝐶𝐷      ，兩線交於 𝑋 點，觀察 △ 𝑋𝐵𝐶，一樣可

得出 ∠𝑃 = ∠𝐵𝑋𝐶。 

四邊形與三角形的研究不同的是 𝐸𝐹 ⃡     不一定通過 𝑋 點，所以必須作新的構造。注意

到點 𝐸 為 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  上的定點，我們想利用在三角形上研究的手法來解決四邊形的外心軌跡問

題，於是巧妙連接線段 𝐸𝐵̅̅ ̅̅  以及 𝐸𝐶̅̅ ̅̅ ，構造一個 △ 𝐵𝐸𝐶 將四邊形化為三角形思考。 
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圖 34-1：四邊形轉換為三角形 圖 34-2：角度分析 

如下圖，因為 𝑂 為 △ 𝑀𝑁𝑃 的外心，∠𝑀𝑂𝑁 = 2∠𝑃 = 2∠𝐵𝑋𝐶，所以 ∠𝑂𝑀𝑁 =

90° − ∠𝐵𝑋𝐶（註：若 ∠𝐵𝑋𝐶 > 90° 時，則 ∠𝑂𝑀𝑁 = ∠𝐵𝑋𝐶 − 90°，不影響後續論證推

理），分別連接 𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝑂𝑁̅̅ ̅̅ ，∠𝑂𝑀𝑁 為一定角。 

在 △ 𝐸𝐵𝐶 中，因為 ∠𝐸𝑀𝐵 = 90°，考慮作 𝐸𝐵̅̅ ̅̅  為直徑的圓，觀察點 𝐸、𝐵、𝑀 與 

𝑂𝑀 ⃡     ，令 𝑂𝑀 ⃡      與以 𝐸𝐵̅̅ ̅̅  為直徑的圓異於 𝑀 的交點為 𝑆𝐵，注意到 ∠𝐸𝑀𝑆𝐵 = ∠𝑂𝑀𝑁（對

頂角），又 ∠𝑂𝑀𝑁 = 90° − ∠𝐵𝑋𝐶 為一定角且 𝐸 為定點，即 𝐸𝑆𝐵̂ 為定弧，意思是無論 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅  的動點 𝐹 移動，點 𝑆𝐵 為圓上的一個定點，也是 𝑂𝑀 ⃡      線束的共同交點。同理，我們

可以找出另外一個定點 點 𝑆𝐶，也是 𝑂𝑁 ⃡     線束的共同交點。 

 

  

圖 35-1：定點 𝑆𝐵 圖 35-2：定點 𝑆𝐶 

 接下來就是如何給出定點 𝑆𝐵 與定點 𝑆𝐶。 
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 如下圖，注意到 ∠𝐸𝐵𝑆𝐵 =
𝐸𝑆𝐵̂

2
= ∠𝐸𝑀𝑆𝐵 = 90° − ∠𝐵𝑋𝐶，即 ∠𝐵𝐸𝑆𝐵 = ∠𝐵𝑋𝐶，其中 

𝐸、𝐵 為給定下，給出點 𝑆𝐵 的作圖方式。接下來的轉換是我們解決四邊形外心軌跡很重

要的技巧，也是我們花許多時間鑽研之處。因為要滿足 ∠𝐵𝐸𝑆𝐵 = ∠𝐵𝑋𝐶，考慮作 △ 𝐵𝐸𝑆𝐵 

的外接圓，圓上任選一點 𝑈 皆有 ∠𝐵𝑈𝑆𝐵 = ∠𝐵𝐸𝑆𝐵，再作 △ 𝐵𝑋𝐶 的外接圓，圓上任選一

點 𝑈′ 皆有 ∠𝐵𝑈′𝐶 = ∠𝐵𝑋𝐶，又因為 ∠𝐵𝐸𝑆𝐵 = ∠𝐵𝑋𝐶，因此點 𝑈 與點 𝑈′ 重合。注意到 

∠𝐵𝑈𝑆𝐵 = ∠𝐵𝑈𝐶，所以 𝐶、𝑆𝐵、𝑈 三點共線。於是我們給出了定點 𝑆𝐵 的作圖構造。 

1. 作 𝐸𝐵̅̅ ̅̅  為直徑的圓以及 △ 𝐵𝑋𝐶 的外接圓，兩圓交於的點 𝑈（異於 𝐵 點）。 

2. 再作 𝐶𝑈 ⃡     交以 𝐸𝐵̅̅ ̅̅  為直徑的圓於定點 𝑆𝐵（異於 𝑈 點）」，點 𝑆𝐵 即為所求。 

同理，我們透過一樣的作圖方法也可以給出定點 𝑆𝐶。 

  

圖 36-1：定點 𝑆𝐵 作圖法 圖 36-2：定點 𝑆𝐶 作圖法 

 

圖 37：四邊形第一種構圖的三角形外心軌跡 
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（二） 四邊形的第一種構圖之外心軌跡 

討論出四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的第一種構圖之外心軌跡的定點 𝑆𝐵 與  𝑆𝐶 後，證明其外心 𝑂 

的軌跡為圓弧的方法與三角形相似，我們在定理 12 的證明就稍微省略簡潔說明。 

定理 12：給定非平行四邊形的任意四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷，對於定點 𝐸 在 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  上，動點 𝐹 在 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅  移動時，△ 𝑀𝑁𝑃 的外心 𝑂 的軌跡為圓弧，其圓心角為 2∠𝐵𝐸𝐶。 

證明：根據前面作圖過程可知點 𝑂、𝑀、𝑆𝐵 三點共線且點 𝑂、𝑁、𝑆𝐶 三點共線，又 

𝑆𝐵、𝑆𝐶 為定點，∠𝑆𝐵𝑂𝑆𝐶 = 180° − ∠𝑀𝑂𝑁 = 180° − 2∠𝑀𝑃𝑁 = 180° − 2∠𝐵𝑋𝐶 恆為定角，

所以 △ 𝑀𝑁𝑃 的外心 𝑂 的軌跡為圓弧。注意到令 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  邊上的高之垂足為 𝐻𝐸，利用 𝐸𝐵̅̅ ̅̅  

與 𝐸𝐶̅̅ ̅̅  的直徑圓，考慮以圓周角拆解 ∠𝑆𝐵𝐻𝐸𝑆𝐶 = ∠𝑆𝐵𝐻𝐸𝐶 + ∠𝐶𝐻𝐸𝑆𝐶，又 𝑆𝐵、𝑈、𝐵、𝐻𝐸 

四點共圓，所以 ∠𝐶𝐻𝐸𝑆𝐵 = ∠𝐵𝑈𝑆𝐵 = ∠𝐵𝑋𝐶，同理 ∠𝑆𝐶𝐻𝐸𝐶 = ∠𝐵𝑋𝐶，因此 ∠𝑆𝐶𝐻𝐸𝑆𝐵 =

2∠𝐵𝑋𝐶，∠𝑆𝐵𝑂𝑆𝐶 + ∠𝑆𝐶𝐻𝐸𝑆𝐵 = 180°，因此 𝐻𝐸 點也在此圓上。 

□ 

我們繼續討論四邊形下的 △ 𝑀𝑁𝑃 的外心 𝑂 軌跡構成的圓弧大小，比較有趣的是，

這個圓弧的度數大小（圓心角）並非 2 倍的 ∠𝐵𝑋𝐶，而是 2 倍的 ∠𝐵𝐸𝐶，這一點與三角

形不同，是非常有趣的，以下是我們的證明。 

  

圖 38-1：圓弧的左端點 𝑂1 圖 38-2：圓弧的右端點 𝑂2 

 如圖，當 𝐹 點與 𝐵 點重合時（𝑀 點也與其重合），可得出外心圓弧的端點 𝑂1，此

時作 △ 𝑀𝑁𝑃 的外接圓，我們得出 ∠𝑂1𝐵𝐸 =
180°−𝑀𝑁̂

2
= 90° − ∠𝑁𝑃𝑀 = 90° − ∠𝐵𝑋𝐶。同

理，當 𝐹 點與 𝐶 點重合時（𝑁 點也與其重合），得出 ∠𝐸𝐶𝑂2 = 90° − ∠𝐵𝑋𝐶。 
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由前面作圖可知，𝐵(𝑀)、𝑆𝐵、𝑂1 三點共線，𝐶(𝑁)、𝑆𝐶、𝑂2 三點共線，令兩直線交

於 𝑊 點。觀察到四邊形 𝐸𝐵𝑊𝐶，∠𝑂1𝑊𝑂2 =

360° −  ∠𝑂1𝐵𝐸 − 180° − ∠𝐸𝐶𝑂2  − ∠𝐵𝐸𝐶 又 

∠𝑂1𝐵𝐸 =  ∠𝐸𝐶𝑂2 =   90° −  ∠𝐵𝑋𝐶  可推得 

∠𝑂1𝑊𝑂2 = 2∠𝐵𝑋𝐶 − ∠𝐵𝐸𝐶。 

由定理 12 可知 ∠𝑆𝐵𝐻𝐸𝑆𝐶 = 2∠𝐵𝑋𝐶，所以對

同弧的 ∠𝑆𝐵𝑂1𝑆𝐶 = 2∠𝐵𝑋𝐶，可得弧 𝑆𝐵𝑂2𝑆𝐶  =

4∠𝐵𝑋𝐶，考慮圓外角 2∠𝑂1𝑊𝑂2 = 𝑆𝐵𝑂2̂ − 𝑆𝐶𝑂1̂ =

(𝑆𝐵𝑂2̂ + 𝑂2𝑆𝐶̂) − (𝑂2𝑆𝐶̂ + 𝑆𝐶𝑂1̂)，又 ∠𝑂1𝑊𝑂2 =

2∠𝐵𝑋𝐶 − ∠𝐵𝐸𝐶，所以 (𝑆𝐵𝑂2̂ + 𝑂2𝑆𝐶̂) − (𝑂2𝑆𝐶̂ +

 𝑆𝐶𝑂1̂) = 4∠𝐵𝑋𝐶 − 2∠𝐵𝐸𝐶，故 𝑂1𝑂2̂ = 2∠𝐵𝐸𝐶 。 

（三） 將第一種構圖的「對邊」連線，設定為「鄰邊」連線 

對於四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷，原題假設定點 𝐸 點在 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  上與動點 𝐹 點在對邊 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上，我們

嘗試分別讓動點 𝐹 點鄰邊 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  或 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  上。結果如下圖，其外心軌跡皆為圓弧，原先我

們想要依照定理 12 的作圖分析以及證明進行共圓的兩個定點刻劃，但是我們發現另一個

更好的對應的觀點來解決「鄰邊連線」所構造的 △ 𝑀𝑁𝑃 的外心 𝑂 軌跡。 

  

圖 40-1：動點 𝐹 點在鄰邊 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上 圖 40-2：動點 𝐹 點在鄰邊 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  上 

定理 13：給定非平行四邊形的任意四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷，對於定點 𝐸 在 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  上，動點 𝐹 在 

依序在 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐵𝐶̅̅ ̅̅  與 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  上移動時，△ 𝑀𝑁𝑃 的外心 𝑂 的軌跡一個圓。 

證明：考慮動點 𝐹 在 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上（含端點）時，𝐸𝐹 ⃡     與 𝐵𝐶 ⃡     交於唯一的一點 𝐹′ 點，反之亦

然，於是可以將兩個點集合視作雙射對應 𝐹 ⟷ 𝐹′，然後同理 𝐹′ ⟷ 𝑂 也是雙射對應，再
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圖 39：外心 𝑂 軌跡圓弧的大小 
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根據定理 12，兩定點 𝑆𝐵 與 𝑆𝐶，∠𝑆𝐵𝑂𝑆𝐶 = 180° − 2∠𝐵𝑋𝐶 恆為定角，所以點 𝑂 軌跡為

圓弧。當動點 𝐹 接續在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐶𝐷̅̅ ̅̅  時（含端點）亦同，於是三個圓弧恰好合併為一個圓。 

 

 

 

 

圖 41：動點 𝐹 點依序在鄰邊、對邊、鄰邊上移動 

□ 

SC

SB

F'

O

P

N

M

B C

D

A E

F

SC

SB

F'

O

P
N

M

B C

D

A E

F

O
P N

M

SC

SB

B C

D

A E

F

P N

M

F'SC

SB

B C

D

A E

F



- 25 - 

 

（四） 四邊形的第一種構圖之外心軌跡圓弧的幾何意義 

在前一節的三角形的第一種構圖之 △ 𝑀𝑁𝑃 的外心軌跡圓弧為 △ 𝐴𝐵𝐶 的九點圓圓弧

（性質 1），我們再討論第二種構圖之外心軌跡圓弧為第一種構圖 △ 𝐴𝐵𝐶 的九點圓圓弧旋

轉、縮放變換而來（性質 5、6）。繼續推廣第一種構圖的角度，我們得出 △

𝑀(𝜃)𝑁(𝜃)𝑃(𝜃) 的外心軌跡圓弧也是 △ 𝐴𝐵𝐶 的九點圓圓弧旋轉、縮放變換而來（定理 10 

與性質 11）。我們完整刻劃了三角形的不同構圖之間的關聯性。 

在本節中，我們三角形延伸為四邊形，給出四邊形的 △ 𝑀𝑁𝑃 的外心軌跡是圓弧（定

理 12），接下來繼續刻劃它跟 △ 𝑋𝐵𝐶 的九點圓圓弧之關係。 

在定理 12 我們證明 ∠𝐶𝐻𝐸𝑆𝐵 =  ∠𝐵𝑋𝐶 = ∠𝐶𝐻𝐸𝑆𝐶，也就是 ∠𝑆𝐶𝐻𝐸𝑆𝐵 = 2 ∠𝐵𝑋𝐶，令  

𝐵𝐶̅̅ ̅̅  的中點為 𝑀𝑋 點，𝐻𝐵 點為 𝐶𝑋̅̅ ̅̅  邊上的高之垂足，𝐻𝐶 點為 𝑋𝐵̅̅ ̅̅  邊上的高之垂足。 

性質 14：點 𝐸 為 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  上定點，動點 𝐹 在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  移動時，△ 𝑀𝑁𝑃 的外心 𝑂 的軌跡圓弧

的圓通過 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  的中點。 

證明： 

1. 由構造作圖法得知 𝑈、𝑆𝐵、𝐶 共線且 𝑈 點為 𝑋𝐵̅̅ ̅̅  為直徑的圓與 △ 𝑋𝐵𝐶 的外接圓交

點，所以 ∠𝐵𝑋𝐶 = ∠𝑈 = ∠𝐵𝐸𝑆𝐵，因此點 𝐻𝐵 與點 𝑆𝐵 互為旋轉與縮放變換對應點

（𝑋𝐵̅̅ ̅̅  為直徑的圓⟷ 𝐸𝐵̅̅ ̅̅  為直徑的圓），推得 △ 𝑋𝐵𝐸~ △ 𝐻𝐵𝐵𝑆𝐵，所以 𝐻𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ : 𝐵𝑋̅̅ ̅̅ =

𝐻𝐵𝑆𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: 𝑋𝐸̅̅ ̅̅ = sin ∠𝐵𝑋𝐶 : 1，同理可得出點 𝐻𝐶  與點 𝑆𝐶  互為旋轉與縮放變換對應點（𝑋𝐶̅̅ ̅̅  

為直徑的圓⟷ 𝐸𝐶̅̅̅̅  為直徑的圓）且 𝐻𝐶𝑆𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅: 𝑋𝐸̅̅ ̅̅ = sin ∠𝐵𝑋𝐶 : 1，得出 𝐻𝐵𝑆𝐵

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻𝐶𝑆𝐶
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅。 

 

圖 42：直徑圓變換關係 
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2. 在 △ 𝐻𝐵𝑆𝐵𝑀𝑋、△ 𝐻𝐶𝑆𝐶𝑀𝑋 中，𝐻𝐵𝑆𝐵
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻𝐶𝑆𝐶

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅、𝐻𝐵𝑀𝑋
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐻𝐶𝑀𝑋

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ，∠𝑆𝐵𝐻𝐵𝑀𝑋 =

∠𝐵𝐻𝐵𝑀𝑋 − ∠𝐵𝐻𝐵𝑆𝐵 = (90° − ∠𝐶) − ∠𝐵𝑋𝐸，同理可得 ∠𝑆𝐶𝐻𝐶𝑀𝑋 = ∠𝐸𝑋𝐶 −

(90° − ∠𝐵)，考慮 ∠𝑆𝐵𝐻𝐵𝑀𝑋 − ∠𝑆𝐶𝐻𝐶𝑀𝑋 = 180° − ∠𝐵 − ∠𝐶 − ∠𝐵𝑋𝐸 − ∠𝐸𝑋𝐶 = 0°，所

以 ∠𝑆𝐵𝐻𝐵𝑀𝑋 = ∠𝑆𝐶𝐻𝐶𝑀𝑋，因此 △ 𝐻𝐵𝑆𝐵𝑀𝑋 ≅△ 𝐻𝐶𝑆𝐶𝑀𝑋（SAS 全等）。 

 

圖 43：對應點與中點構造全等三角形 

3. △ 𝐻𝐵𝑆𝐵𝑀𝑋 ≅△ 𝐻𝐶𝑆𝐶𝑀𝑋 可得 ∠𝑆𝐵𝑀𝑋𝑆𝐶 = ∠𝐻𝐵𝑀𝑋𝐻𝐶，又 ∠𝐻𝐵𝑀𝑋𝐻𝐶 = ∠𝐻𝐵𝐻𝑋𝐻𝐶 =

180° − 2∠𝐵𝑋𝐸，在定理 12 得知 ∠𝑆𝐶𝐻𝐸𝑆𝐵 = 2∠𝐵𝑋𝐶，∠𝑆𝐵𝑀𝑋𝑆𝐶 + ∠𝑆𝐶𝐻𝐸𝑆𝐵 = 180°，

所以點 𝑆𝐵、𝑆𝐶、𝐻𝐸、𝑀𝑋 四點共圓。 

 

圖 44：四邊形第一種構圖之圓弧的幾何意義 
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（五） 將第一種構圖的「定點 𝐸 與動點 𝐹」設定為「動點 𝐸 與定點 𝐹」 

當「定點 𝐸 與動點 𝐹」設定為「動點 𝐸 與定點 𝐹」時，並不影響其幾何結構，我們

觀察可以發現圖 35、圖 36、圖 37、圖 38 中，關鍵是定點 𝐸 分別與 𝐵、𝐶 兩點連線 

𝐸𝐵̅̅ ̅̅  與 𝐸𝐶̅̅ ̅̅  為直徑做的圓，因此我們依照這樣的方法就可以得出新設定條件的作圖，也就

是說考慮定點 𝐹 分別與 𝐵、𝐶 兩點連線 𝐹𝐵̅̅ ̅̅  與 𝐹𝐶̅̅̅̅  為直徑做的圓與 △ 𝐵𝑋𝐶 的外接圓交

點 𝑈 與 𝑉 點，後續作圖步驟如前即可找出圓弧上的定點 𝑆𝐵 與 𝑆𝐶，因為版面有限，我

們在此省略過程。 

𝐸 為動點與 𝐹 為定點 

 

𝐸 為動點與 𝐹 為定點 

 

圖 45-1：以 𝐹𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐹𝐶̅̅̅̅  構造直徑圓 圖 45-2：圓弧上的定點 𝑆𝐵 與 𝑆𝐶 作圖 

（六） 四邊形的第二種構圖之外心軌跡圓弧及定點 

針對四邊形的第二種構圖，如同性

質 5 的三角形作法，以 𝐸𝐵̅̅ ̅̅  為對稱軸

將 𝑆𝐵 鏡射得出定點 𝑆𝐵
′，以 𝐸𝐶̅̅ ̅̅  為對

稱軸將 𝑆𝐶 鏡射得出定點 𝑆𝐶
′，即可給

出第二種構圖之外心軌跡為圓弧，因此

我們省略相關過程。 
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伍、 推廣到形心 𝑿 且 ∠𝑴𝑿𝑵 為定角 

三角形常見的形心有外心、重心、垂心、內心、旁心，其中具有定角性質的有外心、

垂心、內心、旁心，前幾節研究已經完整刻劃外心的情形，我們繼續推廣到垂心、內心、

旁心。 

（一） △ 𝐴𝐵𝐶 的第一種與第二種構圖之「垂心」軌跡 

因為動點 𝐻 是 △ 𝑀𝑁𝑃 的垂心，所以 ∠𝑀𝐻𝑁 是定角（∠𝑀𝐻𝑁 = 180° − ∠𝐵𝐴𝐶），與

前面研究的外心 𝑂 不同的是 𝐻𝑀 ⃡      與 𝐻𝑁 ⃡      並不是線束，兩直線沒有通過一定點，因此軌

跡不是圓。從構圖定義，我們可以知道動點 𝐷𝐴 在 𝐵𝐶 ⃡     移動時，𝐻𝑀 ⃡      是一組平行 𝐴𝐵 ⃡     的

直線，𝐻𝑁 ⃡      是一組平行 𝐶𝐴 ⃡     的直線。 

【第一種構圖】 

性質 15：動點 𝐷𝐴 在 𝐵𝐶 ⃡     移動時，△ 𝑀𝑁𝑃 的垂心的軌跡恆為橢圓且中心為頂點 𝐴 點。 

證明： 

1. 令 𝐴(0, 0)、𝐵(𝑏, ℎ)、𝐶(𝑐, ℎ)，𝑥 軸與 𝐴𝐷𝐴
         的有向角

為 𝜃，可得出 𝐷𝐴(ℎ cot 𝜃 , ℎ)，再得出 △ 𝑀𝑁𝑃 的頂

點 𝑀 (
𝑏(cos2𝜃+1)+ℎ sin 2𝜃

2
,
ℎ(1−cos2𝜃)+𝑏 sin 2𝜃

2
)、

𝑁 (
𝑐(cos2𝜃+1)+ℎ sin 2𝜃

2
,
ℎ(1−cos 2𝜃)+𝑐 sin 2𝜃

2
)、

𝑃 (0,
(𝑏𝑐−ℎ2) cos 2𝜃+ℎ(𝑏+𝑐) sin 2𝜃+𝑏𝑐−ℎ2

2ℎ
) 

2. 再求出 △ 𝑀𝑁𝑃 的垂心 

𝐻 (
(𝑏𝑐+ℎ2)sin 2𝜃

2ℎ
,
(𝑏+𝑐)sin 2𝜃−2ℎ cos2𝜃

2
)，令 𝑥 =

(𝑏𝑐+ℎ2)sin2𝜃

2ℎ
 且 𝑦 =

 (𝑏+𝑐) sin 2𝜃−2ℎ cos 2𝜃

2
，解

聯立方程式可得出 sin 2𝜃 與 cos 2𝜃。 

sin 2𝜃 =
2ℎ𝑥

𝑏𝑐 + ℎ2
、 cos 2𝜃 =

ℎ(𝑏 + 𝑐)𝑥 − (𝑏𝑐 + ℎ2)𝑦

ℎ(𝑏𝑐 + ℎ2)
 

利用恆等式 sin2 2𝜃 + cos2 2𝜃 = 1，消去變數 𝜃 而得出垂心 𝐻 的軌跡方程式 𝛤𝐻 

𝛤𝐻 ≡ (ℎ2(𝑏 + 𝑐)2 + 4ℎ4)𝑥2 − 2ℎ(𝑏 + 𝑐)(𝑏𝑐 + ℎ2)𝑥𝑦 + (𝑏𝑐 + ℎ2)2𝑦2 − ℎ2(𝑏𝑐 + ℎ2)2 = 0 

判別式 Δ = −32ℎ6(𝑏𝑐 + ℎ2)4、𝛿 = −16ℎ4(𝑏𝑐 + ℎ2)2。 
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圖 47：垂心 𝐻 的軌跡為橢圓 
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(1) 當 𝑏𝑐 + ℎ2 ≠ 0（∠𝐴 ≠ 90°），可得 Δ ≠ 0 且 𝛿 < 0 所以 𝛤𝐻 為橢圓。 

(2) 當 𝑏𝑐 + ℎ2 = 0（∠𝐴 = 90°），𝛤𝐻 退化為 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  邊上的高。 

3. 考慮當 𝐷𝐴 與 𝐶 點重合時，△ 𝑀𝑁𝑃 為直角三角形，其垂心 𝐻 與 𝐻𝐵 重合；當 𝐷𝐴 

與 𝐵 點重合時，△ 𝑀𝑁𝑃 為直角三角形，其垂心 𝐻 與 𝐻𝐶 重合。 

4. 因為橢圓 𝛤𝐻 的方程式沒有 𝑥 和 𝑦 的一次項，因此橢圓的中心為 𝐴(0, 0)。 

□ 

【第二種構圖】 

性質 16：動點 𝐷𝐴 在 𝐵𝐶 ⃡     移動時，△ 𝑀𝑁𝑃′ 的垂心的軌跡為 𝐵𝐶 ⃡     上的線段。 

證明： 

注意到第二種構圖的 △ 𝑀𝑁𝑃′ 與第一種構圖的 △

𝑀𝑁𝑃 可構成一個平行四邊形 𝑀𝑃𝑁𝑃′，所以 𝐻𝐻′̅̅ ̅̅ ̅̅  的

中點即為 𝑀𝑁̅̅ ̅̅ ̅ 的中點。𝑀𝑁̅̅ ̅̅ ̅ 中點坐標為 

(
(𝑏+𝑐)(cos2𝜃+1)+2ℎ sin 2𝜃

4
,
2ℎ(1−cos2𝜃)+(𝑏+𝑐) sin 2𝜃

4
)，再推出 

𝐻′ (
ℎ(𝑏+𝑐)(cos2𝜃+1)+(ℎ2−𝑏𝑐)sin 2𝜃

2ℎ
, ℎ)，又 𝐵𝐶 ⃡    : 𝑦 = ℎ，因

此 △ 𝑀𝑁𝑃′ 的垂心 𝐻′ 的軌跡為 𝐵𝐶 ⃡     上的線段。 

□ 

（二） △ 𝐴𝐵𝐶 的第一種與第二種構圖之「內心」與「旁心」軌跡 

我們利用軟體實驗發現第一種與第二種構圖的內心與旁心的軌跡不是二次曲線。 

 
 

圖 49：內心 𝐼 的軌跡 圖 50：旁心 𝐼𝑃 的軌跡 
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圖 48：垂心 𝐻′ 的軌跡為線段 
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陸、 結論 

一、 對於任意三角形，刻劃兩組直線所構造出的三角形之外心軌跡與性質 

對於任意 △ 𝐴𝐵𝐶 和 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上的動點所構造的第一種構圖 △ 𝑀𝑁𝑃 及其動點外心 𝑂，

我們先發現 ∠𝑀𝑃𝑁 為定角，再利用多次四點共圓巧妙給出了外心 𝑂 的軌跡為圓弧，值得

一提的是該圓弧在 △ 𝐴𝐵𝐶 的九點圓上。若分別對 △ 𝐴𝐵𝐶 的三個頂點輪換進行第一種構

圖得出的圓弧恰能構成該三角形之九點圓，這個是九點圓的新性質，也是本研究的亮點。

本研究創造第二種構圖而得出 △ 𝑀𝑁𝑃′ 及其動點外心 𝑂′，刻劃 𝑂′ 點軌跡為圓弧的難度

較高，我們給出其對應的定點 𝑆𝐵 與 𝑆𝐶 而解決此問題，同樣分別對三頂點輪換構造三段

圓弧，雖然無法構成一個圓，但是圓心連線的三角形與 △ 𝐴𝐵𝐶 相似，這是漂亮的結果！ 

二、 對於任意三角形，將兩組直線進行旋轉而推廣構造三角形 

考慮將過頂點 𝐵、𝐶 的直線進行旋轉 𝜃 得到一般化情形，再刻畫 △ 𝑀(𝜃)𝑁(𝜃)𝑃(𝜃) 

的外心 𝑂(𝜃) 軌跡。我們給出此推廣情形與原本 △ 𝑀𝑁𝑃 之間的變換結構，並發現彼此之

間美麗的幾何性質，建立了統整性的幾何理論。 

三、 對於任意四邊形，刻劃兩組直線所構造出的三角形之外心軌跡與性質 

對於任意四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷，定點 𝐸 位於 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ，動點 𝐹 位於 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ，我們刻劃兩種構圖的

外心軌跡。相較三角形來說，此時的外心軌跡的難度在於定點 𝐸 不在 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  或 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  上，無

法直接仿照三角形方式處理，我們需要做變換。我們巧妙構造了兩個三角形，並且分析給

出了兩個定點 𝑆𝐵 與 𝑆𝐶 與動點外心 𝑂 構成的 ∠𝑆𝐵𝑂𝑆𝐶 恆為定角而解決了此問題。最後

推廣動點 𝐹 位於鄰邊 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  與 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  的情況，我們利用雙射對應方式漂亮刻劃了其結果。 
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【評語】030410  

作品從《Crux Mathematicorum》數學雜誌的一道四邊形動態幾何問

題發想，考慮四邊形𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶𝐷𝐷的一組對邊 AB 和 CD，且對邊非平行，當

E 是 AB 邊上的定點，F 是 CD邊上的動點，M, N點分別為過 B, C作

直線 EF垂線的垂足，過𝑀𝑀點作 CD邊的垂線且過𝑁𝑁點作 AB 邊的垂線，

兩垂線交於 P 點，構造的三角形𝑀𝑀𝑁𝑁𝑃𝑃的外心𝑂𝑂 點的軌跡會是圓弧。

本作品的作者們由比較單純的情況出發來思考這樣的問題。他們考

慮了當 A、D兩點縮成同一點（四邊形 ABCD 退化為三角形 ABC）時，

三角形 MNP 的外心會具備的特性，意外的發現到在這個退化的情況

下，三角形 MNP 的外心的軌跡會有非常漂亮的性質。藉助在解決這

個問題的過程中所使用到的技巧，針對原始的問題，作者們也給出

了完整的論證。論述十分有條理，結果也很漂亮，是很不錯的一個

作品。能由特殊化的問題出發，藉由巧妙的分析手法導出各種性質，

找到隱藏在問題背後的漂亮結構，並運用分析過程中所使用到的技

巧來解答原始的問題，可以看得出來作者們已經充分的掌握了研究

問題的方法，非常值得鼓勵。整體而言這是一件飛成好的作品，但

有部分的論述稍嫌簡略了些，一些關鍵的步驟也有符號的錯置問



題。作者們確實得出了很多有趣的結論，但有部分的結果與原本的

問題似乎不是那麼的相關。如果可以適當的做一些取捨，刪除掉一

些與主題不那麼相關的結論，把一些關鍵的步驟說明的更清楚，應

該會更好。另外，該數學雜誌也有提供解答，作品的成果雖然與解

答作法完全不同，但應有受解答的一些啟發，報告書應適度的提及

解答對本作品的貢獻。 
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