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摘要 

本報告研究掛在桿上之一繩，繩的兩端掛不同質量的物體，當重端釋放時，輕端繞桿運

動的情形，稱之為旋繞擺。藉由對其進行力分析，推導出運動之方程式，再以程式 Vpython

模擬重端下滑長度以及動畫，以用來比較在實驗中，不同變因下，如質量比、橫桿半徑、繩

長及動摩擦係數的運動狀況。  

研究發現，不同變因的確會影響重端之下滑長度，且實驗和模擬結果相當符合，所以可

利用程式來模擬極端狀態（如質量比極大、橫桿半徑極小）之實驗數值。 

        壹、研究動機 

我們曾經偶然在 Youtube 上看到一個有趣實驗，其繩一端連接馬克杯，另一端連接硬幣，

繩掛在一橫桿上，手持硬幣然後釋放，馬克杯卻因硬幣端在桿上纏繞而未掉到地上。在進行

文獻收集的過程中發現 2017 年臺灣國際科學展覽會作品—「圓周運動變形之摩擦力與物理建

模之探討」曾針對此一運動進行分析以及模擬，但是影片中並非如上述作品中由水平釋放，

因此我們決定探討角度和不同變因對此種運動的影響。 

貳、研究目的 

一、 分析旋繞擺之運動情形 

二、 推導旋繞擺之運動方程式，並以程式模擬運動 

三、 探討不同質量比對旋繞擺運動之影響 

四、 探討不同繩長對旋繞擺運動之影響 

五、 探討不同橫桿半徑對旋繞擺運動之影響 

六、 探討不同釋放角度對旋繞擺運動之影響 

七、 探討不同摩擦係數對旋繞擺運動之影響 

八、 探討不同變因對過渡性纏繞之影響 
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參、研究設備及器材 

（一）直流電源供應器 

 

 

 

 

 

 

 

（二）棉線 （三）電子天平 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（四）木棒 

 

 

 

（五）電磁鐵 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（六）PVC 水管 

（七）其他器材：賽璐珞片、描圖紙、影印紙、捲尺、砝碼、圓形鐵片、鐵製支架、

黑色塑膠板(攝影背景用)、智慧型手機(攝影及水平儀用)、筆記型電腦、Vpython、Excel、

Tracker、SciDAVis(繪圖和數據分析軟體) 

 

二、實驗裝置圖示 

圖片 說明 

 

直流電源供應器和電磁鐵之連接

方式。電磁鐵固定於鐵架之上。 

直流電源供應器 

電磁鐵 
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供旋繞擺纏繞之木棒，固定於兩根

鐵棒之上。整組裝置再以底座和兩

側連結之鐵棒固定，確保裝置不會

晃動。 

 

實驗裝置全貌之側視圖 

 

實驗裝置全貌之正視圖 

電磁

直流電源供應器 

橫桿 

輕端 

橫桿 

重端 

直流電源供應器 

電磁鐵 

輕端 
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實驗裝置全貌之示意圖 

肆、研究過程或方法 

一、名詞解釋 

以下為本研究報告中頻繁使用之名詞和其定義： 

(一)輕端：旋繞擺連接之兩個重物中較輕的一個，以ｍ表示。 

(二)重端：旋繞擺連接之兩個重物中較重的一個，以Ｍ表示。 

(三)輕端線段：輕端至橫桿之間的繩。 

(四)重端線段：重端至橫桿之間的繩。 

(五)質量比：重端與輕端質量之比值，即 ｍ/M。 

(六)滑落長度：旋繞擺運動自起始至停止，重端縱向位移，實驗中以繩 

   與橫桿橫線的距離表示之（見研究過程或方法五）。 

二、架設及改善實驗裝置 

(一) 第一代實驗裝置(如下圖左)使用兩組連接底座之鐵架，並在兩根鐵架之間鎖上實驗用

之橫桿。另一鐵架固定電磁鐵以吸引輕端，並連接直流電源供應器。然而裝置在實驗

過程中會因為旋繞擺之釋放而晃動，造成實驗數據不穩定。 

(二) 第二代實驗裝置(如下圖右)除了兩組連接底座之鐵架外，兩側還以鐵棒連接鐵架和實

驗裝置旁的桌子。固定電磁鐵之鐵架也以鐵棒連接旁邊的桌子。經過改良後的裝置，

在旋繞擺釋放的過程中完全不會晃動，得到的數據也相當集中。 

橫桿 

重端 

輕端 

電磁鐵
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三、調整實驗用繩之線密度 

  本實驗中使用之繩為棉繩，在實驗過程中會因為重複吊掛重物而被拉長，長度最後

接近一定值。故每次使用新的棉線之前，我們皆會將該繩拉緊，使其達到緊繃，最後測

量該繩之線密度，確保使用之繩不會因為重物重複吊掛而改變長度，影響實驗結果。 

四、求出動摩擦係數：分析垂直滑落時繩子和橫桿間之動摩擦力 

  為了測得實驗中繩子和橫桿之間之動摩擦係數，我們參考 2017 年臺灣國際科學展

覽會作品—「圓周運動變形之摩擦力與物理建模之探討」中使用之方法，架設一個阿特

午機。實驗裝置圖如下： 

電磁鐵 

停止裝置 

重端 
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  左上圖為阿特午機實驗釋放前之畫面。右上圖為阿特午機實驗釋放後運動停止之畫

面。左上上圖為阿特午機實驗在橫桿上之改裝，有孔金屬圓環之目的是為了讓輕端被繩

往上拉時可以被攔截，使運動停止。右上上圖為裝置示意圖。 

  繩子在橫桿上接觸的角度為π，繩子兩端吊掛不同質量物體。使用電磁鐵釋放輕端，

確保輕端釋放時初始速度為零。運動過程中，我們使用慢動作攝影功能拍攝影片，並用

Tracker 分析重端之運動軌跡。得到各瞬間重端之 Y 座標，輸入至 SciDAVis 繪製成散布

圖，得到二次曲線之趨勢線。分析畫面如下圖： 

 

輕端 

重端 

停止裝置 

長度校正桿 

重端 

自動追蹤得到

之ＸＹ座標 
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  上圖趨勢線方程式約為y = 1.429𝑡2 − 6.225𝑡 + 6.793，經微分兩次後得：𝑦̈ = 2.858。

即為重物加速度。 

  假設橫桿和繩之間之動摩擦係數為μ，連結重端之繩張力為 T1，連結輕端之繩張力

為 T2。由歐拉摩擦理論可得： 

𝑇1 = 𝑇2𝑒𝜇𝜋 

因此我們可將阿特午機運動之加速度修正為： 

a =
𝑀 − 𝑚𝑒𝜇𝜋

𝑀 + 𝑚𝑒𝜇𝜋
𝑔 

將實驗數據分析後得到之加速度代入上式，即可推算出動摩擦係數μ。實驗數據如下表： 

(一)木桿之動摩擦係數 

輕端質量(g) 重端質量(g) 加速度(m/s2) 動摩擦係數 

9.6 37.9 2.204 0.2914 

2.025 0.3036 

2.148 0.2952 

2.136 0.2960 

2.145 0.2954 

2.173 0.2936 

2.033 0.3031 

紅線為趨勢線 

趨勢線方程式之係數 
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9.6 57.1 3.968 0.2941 
 

3.900 0.2994 

3.822 0.3053 

3.879 0.3010 
 

3.957 0.2949 

平均 0.2978 

  經計算後，各組之動摩擦係數μ約為定值。其平均為 0.2978。 

(二)PVC 水管之動摩擦係數 

輕端質量(g) 重端質量(g) 加速度(m/s2) 動摩擦係數 備註 

10.5 46.3 3.833 0.2093 半徑為

0.90cm 3.810 0.2111 

3.790 0.2126 

3.851 0.2080 

10.5 46.3 3.802 0.2116 半徑為

2.40cm 3.706 0.2189 

3.761 0.2147 

3.675 0.2213 

10.5 46.3 3.786 0.2128 半徑為

4.45cm 3.693 0.2199 

3.560 0.2299 

3.794 0.2122 

平均 0.2152  

經計算後，各組之動摩擦係數μ約為定值。其平均為 0.2152。此 PVC 水管用於探討

不同橫桿半徑對旋繞擺運動之影響實驗中。故取不同半徑之 PVC 水管進行實驗測量

動摩擦係數，且所得之動摩擦係數值相近。因此在不同橫桿半徑對旋繞擺運動之影

響中，將以 0.2152 代表所有 PVC 水管之動摩擦係數。 
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(三)描圖紙之動摩擦係數 

輕端質量(g) 重端質量(g) 加速度(m/s
2
) 動摩擦係數 

9.6 46.5 4.050 0.2224 

4.010 0.2255 

3.877 0.2358 

4.023 0.2245 

3.950 0.2302 

3.911 0.2333 

平均 0.2286 

經計算後，各組之動摩擦係數μ約為定值。其平均為 0.2286。 

(四)影印紙之動摩擦係數 

輕端質量(g) 重端質量(g) 加速度(m/s2) 動摩擦係數 

9.6 46.5 3.633 0.2544 

3.607 0.2563 

3.687 0.2503 

3.740 0.2463 

3.633 0.2544 

3.751 0.2455 

平均 0.2512 

經計算後，各組之動摩擦係數μ約為定值。其平均為 0.2512。 

(五)賽璐珞片之動摩擦係數 

輕端質量(g) 重端質量(g) 加速度(m/s2) 動摩擦係數 

9.6 46.5 3.786 0.2428 

3.820 0.2402 

3.869 0.2364 

3.875 0.2360 
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3.819 0.2403 

3.809 0.2410 

平均 0.2395 

經計算後，各組之動摩擦係數μ約為定值。其平均為 0.2395。 

五、 進行旋繞擺釋放實驗 

(一) 為確保輕端釋放的初速度為零，因此採用電磁鐵釋放。實驗開始前，先在橫桿上畫記

一條橫線，並在重端之繩上以紅筆標記一點，該紅點至輕端中心之距離即為本實驗中

之繩長。實驗流程如下： 

1.依據實驗之操縱變因調整重端圓形鐵片數量、輕端之位置、和繩長。 

2.開啟直流電源供應器電源，將輕端吸附於電磁鐵上，並且將繩掛在橫桿上。 

3.調整固定電磁鐵之鐵架高度和位置，使橫桿上之橫線與繩上之紅點重合。 

4.確定重端不再晃動後，即關閉直流電源供應器之電源，旋繞擺釋放。 

5.若必要時，以智慧型手機之慢動作攝影功能拍攝旋繞擺之運動過程。 

6.當旋繞擺運動停止後，以捲尺測量橫桿上橫線到繩上之紅點之距離。 

7.每個操縱變因至少重複五次實驗。 

8.改變操縱變因，重複以上步驟。 

  (二)實驗變因 

 1.探討不同質量比對旋繞擺運動之影響 

 (1)控制變因 

繩長 81.5cm 

橫桿半徑 0.57cm 

橫桿動摩擦係數 0.2978 

釋放角度 0 度 

 (2)操縱變因 

質量比 4.75、5.42、6.10、6.80、7.45、8.14、8.78、9.49、10.23、10.89、11.55、

13.61、14.96、17.05、20.05、25.36 
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2.探討不同繩長對旋繞擺運動之影響 

(1)控制變因 

質量比 10.40 

橫桿半徑 0.57cm 

橫桿動摩擦係數 0.2978 

釋放角度 0 度 

 (2)操縱變因 

繩長 30、40、60、80、100、120cm 

3.探討不同橫桿半徑對旋繞擺運動之影響 

(1)控制變因 

質量比 9.48 

繩長 100.0cm 

橫桿動摩擦係數 0.2152 

釋放角度 0 度 

(2)操縱變因 

橫桿半徑 0.90、1.10、1.70、2.40、3.00、3.80、4.45cm 

4.探討不同釋放角度對旋繞擺運動之影響 

 

(1)控制變因 

質量比 8.83 

繩長 81.5cm 
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橫桿半徑 0.57cm 

橫桿動摩擦係數 0.2978 

(2)操縱變因 

此實驗中，我們定義水平為 0 度。釋放角度在水平以下為正。 

從 0 度至 75 度，每 5 度一組 

 5.探討不同摩擦係數對旋繞擺運動之影響 

(1)控制變因 

質量比 9.48 

繩長 81.5cm 

橫桿半徑 0.90cm 

釋放角度 0 度 

(2)操縱變因 

表面材質：賽璐珞片、描圖紙、影印紙， 

其摩擦係數分別為 0.2395、0.2286、0.2512。 

六、運動方程式之推導和程式模擬運動 

(一)推導運動方程式 

我們分析旋繞擺之輕重端之受力，並畫成力圖。再分別對輕端和重端分析受力和力

矩。最終得到輕端之角加速度和重端之加速度之聯立微分方程式。 

(二)程式模擬運動 

我們將推導出之聯立微分方程式代入利用 Vpython 寫出模擬用之程式，以 Euler 

Method 之數值積分方式模擬旋繞擺之運動，並且輸出各個瞬間之輕重端座標和輕重

端線段長。得到之數據可作為實驗數據之對照。 
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伍、 研究結果 

一、觀察並分析旋繞擺之運動情形 

(一)旋繞擺運動描述 

旋繞擺是由一段繩子兩端連接重物組成。當輕端由靜止釋放後，會向下做類鉛直圓

周運動，且輕端線段會不斷縮短；重端則是向下滑落。當輕端纏繞於橫桿上達一定

角度後，重端即停止滑落，而輕端則會繼續纏繞橫桿直到與橫桿碰撞，運動停止。 

我們進行一次旋繞擺之釋放實驗，將旋繞擺運動過程以慢動作攝影拍攝並以 Tracker

分析。實驗之變因如下表： 

下列圖為旋繞擺運動之軌跡和輕重端之 X、Y 座標對時間之作圖： 

 

 

(二)在實驗過程中，我們亦有發現一些特殊的現象。 

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2Y(m)

X(m)

輕端XY平面運動軌跡圖

-0.8

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0 0.5 1 1.5 2 2.5

Y(m)

t(s)

重端Y座標位置對時間t關係圖

變因 重端質量 輕端質量 橫桿摩擦係數 繩長 釋放角度 橫桿半徑 

數值 91.0g 9.6g 0.2978 100.0cm 0 度 0.573cm 
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1. 過渡性纏繞： 

當我們將重端質量減輕、繩長增長或是增加摩擦係數，進行實驗時，旋繞擺會發

生重端下落時經過短暫靜止再繼續下落的現象，稱之為過渡性纏繞。此現象在

2017 年臺灣國際科學展覽會作品—「圓周運動變形之摩擦力與物理建模之探討」

亦有探討。 

2. 滑落長度縮短： 

  當我們將釋放角度往負向增加時，即把輕端釋放位置下調後釋放，會發現重

端下降至最低點後，會有被向上捲回之現象。最後導致觀測到之滑落長度比橫桿

至重端最低點之距離為短。且此現象在大角度時較小角度時為明顯。我們重複多

次實驗確認此現象之存在後，將重端運動過程以慢動作攝影拍攝，並用 Tracker

程式和 Excel 分析其運動軌跡。重端之運動軌跡如下圖所示： 

 

從上圖可得知，重端下落至最低點後，又被捲回了約 5 公分的距離。 

  為了證實滑落長度縮短之現象並非由繩之彈性造成，我們亦從橫桿上方拍攝

繩之纏繞情形。我們在繩上用色筆每隔固定距離標定記號，以利觀察繩之移動。

繩子在橫桿上移動之情形我們以數張不同時間之影像呈現如下，最先出現之標記

點以紅色圓圈標示： 

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Y(m)
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重端Y座標位置對時間t關係圖
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  從以上照片可以證實，連接重端之繩確實有被往上捲回的情形。因此繩之彈

性造成之繩長回復變化僅為次因，而非主因。 

  我們認為，滑落長度縮短發生的原因是由以下過程造成： 

(1) 重端滑落至最低點時，重端會因為繩之彈性而略為向上回彈。 

(2) 重端向上回彈使得旋繞擺在橫桿上之纏繞鬆脫。 

(3) 輕端仍在纏繞橫桿中，尚未停止，且纏繞於橫桿上之繩發生滑動。 

(4) 輕端在纏繞橫桿之同時亦將重端向上拉起。 

二、推導旋繞擺之運動方程式，並以程式模擬運動 

 

  

 

 

  

 

  圖中𝑚為輕端質量，𝑀為重端質量，𝑟為橫桿的半徑，𝑦為紅點在該瞬間與桿上橫線

▲釋放前示意圖 ▲釋放後運動示意圖 
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的距離，𝜃為釋放之後輕端繞過的角度，𝑇1和𝑇2分別代表輕端和重端的繩張力，𝑙為輕端

到輕端線段在橫桿切點的距離。 

定橫桿中心為原點，座標軸以向右為 x 軸正向，向下為 y 軸正向。 

(一) 求輕端角加速度 
𝑑2𝜃

𝑑𝑡2  

分析輕端之運動可得： 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= −𝑙

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑠𝑖𝑛𝜃 −

𝑑𝑦

𝑑𝑡
𝑐𝑜𝑠𝜃 

𝑑𝑌

𝑑𝑡
= 𝑙

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑐𝑜𝑠𝜃 −

𝑑𝑦

𝑑𝑡
𝑠𝑖𝑛𝜃 

將兩式分別微分後，可列出輕端在 x、y 方向之 F=ma 關係式： 

𝑑2𝑋

𝑑𝑡2
= −𝑇𝑐𝑜𝑠𝜃 

= −
𝑑𝑙

𝑑𝑡

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑙

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑙

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑐𝑜𝑠𝜃 −

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
𝑐𝑜𝑠𝜃 +

𝑑𝑦

𝑑𝑡

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑠𝑖𝑛𝜃 

𝑑2𝑌

𝑑𝑡2
= 𝑚𝑔 − 𝑇𝑠𝑖𝑛𝜃 

=
𝑑𝑙

𝑑𝑡

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑙

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑙

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑠𝑖𝑛𝜃 −

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
𝑠𝑖𝑛𝜃 −

𝑑𝑦

𝑑𝑡

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑐𝑜𝑠𝜃 

再將兩式移項整理之後即可得到： 

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
=

𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑟(
𝑑𝜃
𝑑𝑡

)2 + 2
𝑑𝜃
𝑑𝑡

𝑑𝑦
𝑑𝑡

𝑙
 

(二) 求重端下滑加速度 
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2  

由圖可知，重端同時受到重力Mg和重端繩張力𝑇2，故其加速度為： 

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
=

𝑀𝑔 − 𝑇2

𝑀
 

此處𝑇1和𝑇2為一繞過摩擦係數為μ的圓柱之輕繩（假設不計繩質量）兩側的張力，因

此可以以歐拉摩擦公式求得𝑇1和𝑇2的比值。 

dy

dt
> 0時： 

𝑇2 = 𝑇1𝑒𝜇(
𝜋
2

+𝜃) 
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dy

dt
< 0時： 

𝑇2 = 𝑇1𝑒−𝜇(
𝜋
2

+𝜃) 

此時將
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2等式中𝑇2以𝑇1表示： 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
> 0          

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
= 𝑔 −

𝑇1𝑒𝜇(
𝜋
2

+𝜃)

𝑀
 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
< 0          

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
= 𝑔 −

𝑇1𝑒−𝜇(
𝜋
2

+𝜃)

𝑀
 

又𝑇1可經由分析輕端在沿𝑙方向的受力情形求得： 

𝑇1 − 𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝑚(𝑙 (
𝑑𝜃

𝑑𝑡
)

2

−
𝑑2𝑙

𝑑𝑡2
) 

∴ 𝑇1 = 𝑚(𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑙 (
𝑑𝜃

𝑑𝑡
)

2

+ 𝑟
𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
+

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
) 

將此結果代入
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2等式中𝑇1： 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
> 0          

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
= g −

𝑚𝑒𝜇(
𝜋
2

+𝜃)(𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑙 (
𝑑𝜃
𝑑𝑡

)
2

+ 𝑟
𝑑2𝜃
𝑑𝑡2 +

𝑑2𝑦
𝑑𝑡2 )

𝑀
 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
< 0          

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
= g −

𝑚𝑒−𝜇(
𝜋
2

+𝜃)(𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑙 (
𝑑𝜃
𝑑𝑡

)
2

+ 𝑟
𝑑2𝜃
𝑑𝑡2 +

𝑑2𝑦
𝑑𝑡2 )

𝑀
 

經由整理可得： 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
> 0          

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
=

𝑔 −
𝑚
𝑀 𝑒𝜇(

𝜋
2

+𝜃)(𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑙 (
𝑑𝜃
𝑑𝑡

)
2

+ 𝑟
𝑑2𝜃
𝑑𝑡2 )

𝑚
𝑀 𝑒𝜇(

𝜋
2

+𝜃) + 1
 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
< 0          

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
=

𝑔 −
𝑚
𝑀 𝑒−𝜇(

𝜋
2

+𝜃)(𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑙 (
𝑑𝜃
𝑑𝑡

)
2

+ 𝑟
𝑑2𝜃
𝑑𝑡2 )

𝑚
𝑀 𝑒−𝜇(

𝜋
2

+𝜃) + 1
 

(三) 將已推出之運動方程式代入 Vpython 進行程式模擬： 

依據上述推導出的方程式，代入 Vpython 程式，利用 Euler's method 以每秒 5000 次之

頻率進行動畫模擬。程式碼如下圖： 
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動畫模擬畫面如左下圖、程式輸出之數據如右下圖： 

 

將動畫模擬出來的軌跡與實驗得到之軌跡疊圖，發現兩者十分相符： 
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因此，後續實驗將以此程式模擬得到模擬值，與實驗比較。 

三、不同質量比對旋繞擺運動之影響 

改變重端質量進行實驗，不同質量比下，滑落長度數據如下： 

*輕端質量 m=9.6 g 

重端質量(g) 質量比 滑落長度(cm) 重端質量(g) 質量比 滑落長度(cm) 

45.6 4.75 36.9 98.2 10.23 51.6 

37.5 51.4 

37.0 51.7 

37.0 52.0 

36.9 51.9 

52.0 5.42 40.7 104.5 10.89 52.3 

39.9 52.6 

41.3 52.7 

39.5 52.6 

40.5 52.7 

58.6 6.10 43.2 110.9 11.55 53.4 

42.4 53.5 

42.5 54.2 

42.8 53.0 

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

y(m)

t(s)

重端Y座標位置對時間t關係圖

模擬

實驗
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42.8 53.0 

65.3 6.80 44.8 130.7 13.61 56.8 

44.4 56.4 

44.7 56.7 

44.6 56.7 

44.2 57.0 

71.5 7.45 46.6 143.6 14.96 57.4 

46.5 57.5 

46.3 57.6 

46.2 57.1 

46.0 57.1 

78.1 8.14 48.4 163.7 17.05 58.4 

47.7 58.8 

47.8 58.8 

47.4 58.8 

48.0 58.8 

84.3 8.78 49.1 192.5 20.05 59.3 

49.4 59.6 

49.2 59.6 

49.2 59.7 

49.2 59.6 

91.1 9.49 50.6 243.5 25.36 60.1 

50.3 60.7 

50.5 60.3 

50.6 60.3 
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50.5 60.3 

將上列數據取平均整理成表，如下所示： 

質量比 4.75 5.42 6.10  6.80  7.45  8.14  8.78  9.49  

下滑長度(cm) 37.06 40.38 42.77  44.63  46.32  47.86 49.22 50.5 

質量比 10.23  10.89  11.55  13.61  14.96  17.05  20.05  25.36  

下滑長度(cm) 51.72 52.58 53.42  56.72  57.34  58.72  59.50  60.34 

將質量比之數值自 4.5 到 54.5，每隔 1 代入 Vpython 之程式以 0.0002 秒為間隔模擬一次，

再將模擬值與實驗值疊圖呈現： 

 

從圖中可以發現，滑落長度隨著質量比增加而增加，且增加的趨勢隨著質量比增加而趨

緩。將實驗值與模擬值比較可以發現，兩者趨勢相當吻合。 

四、不同繩長對旋繞擺運動之影響 

改變繩長進行實驗，在不同繩長，滑落長度數據如下： 

繩長(cm) 長度(cm) 繩長(cm) 長度(cm) 繩長(cm) 長度(cm) 

30 19.4 40 27.0 60 38.0 

19.4 25.5 38.0 

19.3 25.4 38.8 

19.9 26.0 38.2 

18.9 25.4 39.1 

0

10

20

30

40

50

60

70

0 10 20 30 40 50 60

y(
cm

)

質量比對滑落長度y之關係圖

模擬

實驗
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19.7 25.3 39.0 

20.0 26.1 38.8 

19.6 25.5 38.9 

19.5 25.8 38.7 

19.2 25.2 38.5 

80 51.8 100 66.9 120 79.0 

51.9 65.3 79.4 

51.6 65.3 79.7 

52.2 64.3 79.8 

51.6 66.6 80.5 

52.3 65.2 80.4 

52.2 65.4 80.5 

51.7 65.5 79.9 

51.3 65.4 79.5 

52.2 65.9 80.3 

將上表各組數據平均，製成表如下所示： 

繩長(cm) 30 40 60 80 100 120 

長度(cm) 19.49 25.72 38.60 51.88 65.58 79.90 

將繩長之數值自 20cm 到 138cm，每隔 2cm 代入 Vpython 之程式以 0.0002 秒為間隔模擬

一次，再將模擬值與實驗值疊圖呈現： 
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從圖中可見，滑落長度隨著繩長的增加而增加，且有高度正相關之關係。其 R2值高達

0.9995。比較實驗值和模擬值可以發現，兩者趨勢相當吻合。 

五、探討不同橫桿半徑對旋繞擺運動之影響 

使用不同半徑的 PVC 橫桿進行實驗，在不同橫桿半徑下，滑落長度數據如下： 

橫桿半徑(cm) 滑落長度(cm) 橫桿半徑(cm) 滑落長度(cm) 

0.90 66.5 3.00 62.3 

66.1 62.1 

66.4 62.1 

66.4 61.5 

66.7 61.3 

1.10 65.5 3.80 61 

65.4 61.5 

65.9 60 

65.7 60.9 

65.6 60.7 

1.70 64.8 4.45 59.5 

64.5 59 

64.5 59.4 
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64.8 59.2 

64.8 59.6 

2.40 62.9 

62.8 

63.6 

63.2 

63.5 

將上表各組數據平均，製成表如下： 

橫桿半徑(cm) 0.90 1.10 1.70 2.40 3.00 3.80 4.45 

下滑長度(cm) 66.42  65.62  64.68  63.20  61.86  60.82  59.34  

橫桿半徑之數值自 0.5cm 到 5.4cm，每隔 0.1cm 代入 Vpython 之程式以 0.0002 秒為間隔模

擬一次，再將模擬值與實驗值疊圖呈現： 

 

從圖中可見實驗和模擬之趨勢大致相同，滑落長度均隨橫桿半徑增加而漸減，而且可以

觀察到模擬值趨勢與橫桿半徑高度負相關，R2值為 0.99954。 

六、不同釋放角度對旋繞擺運動之影響 

改變釋放角度進行實驗，在不同角度，滑落長度數據如下： 

角度 長度(cm) 角度 長度(cm) 角度 長度(cm) 角度 長度(cm) 

0 50.6 20 53.0 40 58.8 60 63.9 

0
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50.6 53.3 57.9 63.8 

50.4 53.4 58.7 64.0 

50.4 53.5 58.6 63.8 

50.5 53.7 58.3 64.0 

50.2 54.0 58.3 63.9 

50.4 53.2 58.7 63.9 

50.4 52.7 58.3 63.8 

5 50.2 25 54.1 45 59.1 65 65.5 

51.1 54.4 59.3 65.3 

50.6 54.1 59.4 65.4 

50.2 54.0 59.2 66.0 

50.9 54.6 59.3 65.4 

50.8 54.2 59.1 65.4 

50.1 54.2 59.2 65.4 

50.6 54.3 59.4 65.2 

10 51.9 30 55.3 50 61.1 70 65.9 

50.4 55.2 61.0 66.1 

51.9 55.5 60.8 66.2 

51.2 55.1 61.0 65.8 

51.2 55.0 61.0 65.8 

51.3 55.1 61.1 65.7 

51.7 55.4 61.0 66.0 

51.5 55.2 60.9 65.8 

15 51.7 35 57.0 55 62.8 75 68.1 

51.8 57.2 62.7 65.6 
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51.7 57.0 62.6 65.7 

51.7 57.3 62.7 65.3 

51.5 57.0 62.5 68.2 

52.1 57.1 62.7 65.3 

52.1 57.1 62.5 68.0 

51.9 57.0 62.6 65.9 

將上表各組數據平均，製成表如下： 

角度 0 5 10 15 20 25 30 35 

長度(cm) 50.44 50.56 51.39 51.81 53.35 54.24 55.23 57.09 

角度 40 45 50 55 60 65 70 75 

長度(cm) 58.45 59.25 60.99 62.64 63.89 65.45 65.91 66.51 

將不同釋放角度之實驗值和模擬值製成圖如下： 

 

從圖中之實驗值可以發現，滑落長度隨著角度增加而漸增，且增加的趨勢會隨著角度增

加而趨緩。而從圖中模擬值則可以發現，滑落長度在小角度時隨著角度增加而漸增，然

而增加的趨勢在大角度時卻沒有趨緩的趨勢。 

七、不同摩擦係數對旋繞擺運動之影響 

使用不同材質黏貼在相同半徑的橫桿上進行實驗，在不同表面材質下，滑落長度數據如

下表： 

0

10

20

30

40

50

60

70

80

0 20 40 60 80 100

y(cm)

ф (度)

釋放角度ф對滑落長度y關係圖

模擬

實驗



27 
 

表面材質 長度(cm) 表面材質 長度(cm) 表面材質 長度(cm) 

描圖紙 53.4 影印紙 51.1 賽璐珞片 52.5 

53.3 51.3 52.2 

53.3 51.2 51.9 

53.0 51.4 52.4 

53.2 51.5 52.0 

53.2 51.5 51.9 

53.4 51.6 52.6 

53.4 51.5 52.1 

52.9 51.3 52.3 

53.3 51.1 52.3 

將上表各組數據平均，製成表如下： 

表面材質 描圖紙 影印紙 賽璐珞片 

長度(cm) 53.24 51.35 52.22 

將摩擦係數之數值自 0.1 到 0.5，每隔 0.01 代入 Vpython 之程式以 0.0002 秒為間隔模擬一

次，再將模擬值與實驗值疊圖呈現： 

  

從圖中之實驗值可以發現，滑落長度隨著摩擦係數增加而漸減。而從圖中模擬值則可以

發現，滑落長度亦隨著摩擦係數增加而漸減。兩者之趨勢大致相同。 
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八、不同變因對過渡性纏繞之影響 

(一)改變橫桿半徑 

本實驗由 Vpython 之程式，分別帶入不同橫桿半徑進行模擬。藉由改變質量比並觀

察模擬之運動畫面，得到旋繞擺發生過渡性纏繞之質量比臨界值。橫桿半徑對過渡

性質量比之關係圖如下： 

 

從圖中可以發現，發生過渡性纏繞之質量比臨界值會隨著橫桿半徑的增加而下降。 

(二)改變摩擦係數 

本實驗由 Vpython 之程式，分別帶入不同摩擦係數進行模擬。藉由改變質量比並觀

察模擬之運動畫面，得到旋繞擺發生過渡性纏繞之質量比臨界值。摩擦係數對過渡

性質量比之關係圖如下： 

 

從圖中可以發現，發生過渡性纏繞之質量比臨界值會隨著摩擦係數的增加而上升，

且增加的幅度漸增。 
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陸、討論 

一、探討不同質量比對旋繞擺運動之影響 

本實驗中我們發現，當質量比小於 4 時，會發生不理想之過渡性纏繞(見研究結果一)；

而再減小後，輕端則無法成功纏繞在橫桿上，即纏繞失敗。故我們沒有進行質量比小於

4 之實驗。以本實驗之變因進行模擬亦可發現，當質量比介於 2.9 和 4.3 之間時，會發生

過渡性纏繞；當質量比小於 2.9 時，輕端則無法成功纏繞在橫桿上，與實驗結果相符。

而由模擬值可以發現，當質量比持續增加，滑落長度會趨近一定值。 

二、探討不同繩長對旋繞擺運動之影響 

本實驗中，不同繩長對滑落長度之模擬值之趨勢線其 R2值為 1，且 Y 軸截距為-0.9791。

這代表繩長與滑落長度極可能為正比關係。實驗之結果亦支持此想法。 

三、探討不同橫桿半徑對旋繞擺運動之影響 

本實驗中我們發現，大橫桿半徑之實驗值會較模擬值稍大的現象。我們認為這可能是因

為當橫桿半徑較大時，會因為旋繞擺纏繞圈數過少，而容易造成重端滑動，導致測得之

滑落長度較大。 

四、探討不同釋放角度對旋繞擺運動之影響 

本實驗中我們發現，大釋放角度之實驗值會較模擬值小的現象。我們認為這可能是因為

大釋放角度的實驗會發生滑落長度縮短的現象(見研究結果一)，造成測得之滑落長度較

小。而程式模擬中之繩並沒有考慮彈性，因此不會發生滑落長度縮短的現象，故模擬值

之滑落長度較長。 

五、探討不同摩擦係數對旋繞擺運動之影響 

本實驗的模擬中，在其餘變因不變而摩擦係數逐漸加大的情況下，會出現過渡性纏繞的

現象，推測是摩擦力過大導致過多動能損失，而出現類似質量比太小的過渡性纏繞。若

再持續加大，甚至會導致纏繞失敗。 
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柒、結論 

一、發現過渡性纏繞和滑落長度縮短之現象。 

二、推導出旋繞擺之運動方程式，並以程式模擬其運動之進行。模擬之結果與實驗結果十分

相符。程式模擬亦可模擬出過渡性纏繞之現象。 

三、滑落長度隨著質量比增加而增加，且增加的趨勢隨著質量比增加而趨緩。 

四、滑落長度隨著繩長增加而增加，與繩長極可能為正比關係。 

五、滑落長度隨橫桿半徑增加而漸減。若橫桿半徑過大，則會因為纏繞圈數過少，摩擦力不

足而無法停止滑動，導致纏繞失敗。 

六、滑落長度隨著角度往負向增加而漸增。實驗值在大角度之負偏差為滑落長度縮短造成。 

七、滑落長度隨摩擦係數增加而漸減，趨近線性負相關。模擬在大摩擦係數的情況下會出現

過渡性纏繞，甚至纏繞失敗的現象。 

八、由程式模擬得知，質量比臨界值會隨著摩擦係數的增加而上升；而隨著橫桿半徑的增加

而下降。 

捌、參考資料與其他 

一、參考資料 

(一)戴子宜、于紹尹(2017 年臺灣國際科學展覽會高中組)。圓周運動變形之摩擦力與物理

建模之探討。 

(二)石明豐。VPhysics 大綱和教材。民 108 年 2 月 3 日，取自

https://vphysics.ntu.edu.tw/hcom.php 

二、未來展望 

未來我們期望可找出部分實驗值和模擬值偏差（如大角度時）的更詳細原因。再來，

將其它阻力、繩之彈性、繩之重量等因素，在運動方程式中呈現並帶入程式模擬，使模

擬模型更趨真實。 

https://vphysics.ntu.edu.tw/hcom.php
https://vphysics.ntu.edu.tw/hcom.php


作品海報 

【評語】051803  

本作品探討旋擺的運動，實驗以重懸掛物及輕擺物「齊放」進

行，進行多組釋放角度實驗，注重探究定參數的細微改變，包括不

同的起始角度以及運動過程仔細的分析，整個實驗進行展現團隊的

合作，且實驗結果良好並與理論模擬相近可互為驗證，具參考價值。

然相同實驗在 2017國際科展及 ISEF團隊已有理論及實驗討論，本

作品未見新穎結果或獨創思維、實驗設計及分析為主要的缺點。 

C:\Users\ShariChen\Desktop\NSF\排版\051803-評語 

 



壹、研究動機
我們偶然在Youtube上看到一個有趣實驗，其繩一端連接馬克杯，另一端連接硬
幣，把繩掛在一橫桿上，手持硬幣然後釋放，馬克杯卻因硬幣端在桿上纏繞而未
掉到地上。在文獻收集的過程中發現2017年臺灣國際科學展覽會作品—「圓周運
動變形之摩擦力與物理建模之探討」曾對此運動進行分析及模擬，但影片中的硬
幣並非如上述作品水平釋放，因此我們決定對此進行更深入的探討。

貳、研究目的
一、分析旋繞擺之運動情形
二、推導旋繞擺之運動方程式，並以程式模擬運動
三、探討不同質量比對旋繞擺運動之影響
四、探討不同繩長對旋繞擺運動之影響
五、探討不同橫桿半徑對旋繞擺運動之影響
六、探討不同釋放角度對旋繞擺運動之影響
七、探討不同摩擦係數對旋繞擺運動之影響
八、探討不同變因對過渡性纏繞之影響

參、研究設備及器材
一、器材清單
直流電源供應器、電磁鐵、電子天平、木棒、棉線、PVC水管、璐珞片、描圖紙、影印紙、捲尺、
砝碼、圓形鐵片、鐵製支架、黑色塑膠板(攝影背景用)、智慧型手機(攝影及水平儀用)、筆記型電
腦、Vpython、Excel、Tracker、SciDAVis

二、實驗裝置圖示
實驗裝置全貌之示意圖 實驗裝置全貌之側視圖

肆、研究過程或方法
一、求出動摩擦係數：分析垂直滑落時繩子和橫桿間之動摩擦力
我們架設阿特午機實驗。實驗裝置圖如右下圖。實驗使用電磁鐵釋放輕端。釋放
過程中，使用高速攝影功能拍攝影片，再用Tracker軟體分析兩端之運動軌跡（左
下圖）。將得到之瞬間重端之Y座標輸入至SciDAVis軟體繪製成散布圖，得到二
次曲線之趨勢線（中下圖）。此趨勢線方程式微分兩次後即可得重物的加速度。

由歐拉摩擦理論可得：𝑇1 = 𝑇2𝑒
𝜇𝜋 (重輕繩端張力分別為：𝑇1、𝑇2)

因此將阿特午機運動之加速度修正為：a =
𝑀−𝑚𝑒𝜇𝜋

𝑀+𝑚𝑒𝜇𝜋
𝑔

將實驗數據分析後得到之加速度代入上式，即可推算出動摩擦係數μ。實驗數據
經計算後，動摩擦係數μ約為定值。木棒之平均為0.2978，PVC管之平均為0.2152。

二、進行旋繞擺釋放實驗
實驗前，先在橫桿上以鉛筆畫記一條橫線，並在靠近重端之繩上以紅筆標記一點。
該靠近重端之紅點至輕端中心之距離即為實驗中之繩長。實驗流程如下：
1.依據實驗之操縱變因調整重端圓形鐵片數量、輕端之位置和繩長。
2.開啟直流電源供應器電源，將輕端吸附於電磁鐵上，並且將繩掛在橫桿上。
3.調整固定電磁鐵之鐵架高度和位置，使橫桿上之橫線與繩上之紅點重合。
4.確定重端不再晃動後，即關閉直流電源供應器之電源，旋繞擺釋放。

電磁鐵

直流電源供應器

橫桿

輕端

橫桿

重端

電磁鐵

輕端

紅線為趨勢線

趨勢線方程式之係數



5.若必要時，以智慧型手機之慢動作攝影功能拍攝旋繞擺之運動過程。 

6.當旋繞擺之運動停止後，以捲尺測量橫桿上之橫線到繩上之紅點之距離。 

伍、研究結果 
一、觀察並分析旋繞擺之運動情形  

 (一)旋繞擺運動描述 

 

 

 

 

 

 

 (二) 觀察旋繞擺運動之發現  

(1) 過渡性纏繞 

  當我們將重端質量減輕至旋繞擺無法纏繞之前，或是將繩長增長進行實驗時，旋繞擺會發
生重端下落時經過短暫靜止再繼續下落的現象，我們稱之為過渡性纏繞。 

(2) 滑落長度縮短 

  當我們降低釋放點時，會發現重端下降至最低點後，會有被向上捲回之現象。且此現象在
大角度時較小角度時為明顯。（右上圖） 

  二、推導旋繞擺之運動方程式，並以程式模擬運動  
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(一)求輕端角加速度  
𝑑2𝜃

𝑑𝑡2  

分析輕端之運動可得：𝑑𝑋

𝑑𝑡
= −𝑙

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑠𝑖𝑛𝜃 −

𝑑𝑦

𝑑𝑡
𝑐𝑜𝑠𝜃 、

𝑑𝑌

𝑑𝑡
= 𝑙

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑐𝑜𝑠𝜃 −

𝑑𝑦

𝑑𝑡
𝑠𝑖𝑛𝜃 

 

將兩式分別微分後，再移項並整理後可得： 𝑑2𝜃

𝑑𝑡2 =
𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃+𝑟(

𝑑𝜃

𝑑𝑡
)2+2

𝑑𝜃

𝑑𝑡

𝑑𝑦

𝑑𝑡

𝑙
 

 

(二)求重端下滑加速度 
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2  

由圖可知，重端同時受到重力Mg和重端繩張力𝑇2，故其加速度為：𝑑2𝑦

𝑑𝑡2 =
𝑀𝑔−𝑇2

𝑀
 

此處𝑇1和𝑇2的比值可以以歐拉摩擦公式求得，即： 
dy

dt
> 0時：𝑇2 = 𝑇1𝑒𝜇(

𝜋

2
+𝜃) ，而 

dy

dt
< 0時：𝑇2 = 𝑇1𝑒−𝜇(

𝜋

2
+𝜃)

 

又𝑇1可經由分析輕端在沿𝑙方向的受力情形求得： 

𝑇1 = 𝑚(𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑙
𝑑𝜃

𝑑𝑡

2

+ 𝑟
𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
+

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
) 

將上列公式整理並代入𝑑2𝑦

𝑑𝑡2 =
𝑀𝑔−𝑇2

𝑀
中即得：  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
> 0          

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
=
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𝑚
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2
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𝑑𝑦

𝑑𝑡
< 0          
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▲釋放前示意圖 

▲釋放後運動示意圖 

 

三、不同操縱變因對旋繞擺運動之影響 

滑落長度隨著質量比增加而增加，且增加的
趨勢隨著質量比增加而趨緩。比較實驗值和
模擬值可以發現，兩者趨勢相當吻合。 

滑落長度隨著繩長的增加而增加，且為高
度正相關。其R2值高達0.9995。比較實驗
值和模擬值可以發現，兩者趨勢相當吻
合。 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

陸、討論 
一、探討不同質量比對旋繞擺運動之影響 

當質量比接近4時，會發生不理想之過渡性纏繞(見研究結果一)；而質量比小於4時，
輕端則纏繞失敗。由模擬值可以發現，當質量比持續增加，滑落長度會趨近一定值。 

二、探討不同繩長對旋繞擺運動之影響 

實驗中不同繩長對滑落長度之模擬值之趨勢線其R2值為1，且Y軸截距為-0.9791。這
代表繩長與滑落長度極可能為正比關係。實驗之結果亦支持此想法。 

三、探討不同橫桿半徑對旋繞擺運動之影響 

我們發現，大橫桿半徑之實驗值會較模擬值大。我們認為這可能是因為當橫桿半徑較
大時，會因為旋繞擺纏繞圈數過少，容易造成重端滑動，導致測得滑落長度較大。 

四、探討不同釋放角度對旋繞擺運動之影響 

我們發現，大釋放角度之實驗值會較模擬值小的現象。可能是因為大釋放角度的實驗
會發生滑落長度縮短的現象，造成測得之滑落長度較小。而程式模擬中之繩並沒有考
慮彈性，因此不會發生滑落長度縮短的現象，故模擬值之滑落長度較長。 

五、探討不同摩擦係數對旋繞擺運動之影響 

我們發現，在其餘變因不變而摩擦係數逐漸加大的情況下，會出現過渡性纏繞的現象，
推測是摩擦力過大導致過多動能損失，而出現類似質量比太小的過渡性纏繞。若再持
續加大，甚至會導致纏繞失敗。 

六、探討不同變因對過渡性纏繞之影響 

在改變橫桿半徑之模擬中，發生過渡性纏繞之質量比臨界值會隨著橫桿半徑的增加而
下降。而在改變摩擦係數之模擬中，發生過渡性纏繞之質量比臨界值會隨著摩擦係數
的增加而上升，且增加的幅度漸增。 

柒、結論 
一、發現過渡性纏繞和滑落長度縮短之現象。 

二、推導出旋繞擺之運動方程式，並以程式模擬其運動之進行。模擬之結果與實驗結
     果十分相符。 

三、滑落長度隨著質量比增加而增加，且增加的趨勢隨著質量比增加而趨緩。 

四、滑落長度隨著繩長增加而增加，與繩長極可能為正比關係。 

五、滑落長度隨橫桿半徑增加而漸減。若橫桿半徑過大，則會因為纏繞圈數過少，摩   

     擦力不足而無法停止滑動，導致纏繞失敗。 

六、滑落長度隨著角度往負向增加而漸增。實驗值在大角度之負偏差為滑落長度縮短
     造成。 

七、滑落長度隨摩擦係數增加而漸減，趨近線性負相關。模擬在大摩擦係數的情況下
     會出現過渡性纏繞，甚至纏繞失敗的現象。 

八、由程式模擬得知，質量比臨界值會隨著摩擦係數的增加而上升；而隨著橫桿半徑
     的增加而下降。 

捌、參考資料與其他 
（一）戴子宜、于紹尹(2017 臺灣國際科學展覽會高中組)。圓周運動變形之摩擦力與物理建模之探討。 

（二）石明豐。VPhysics 大綱和教材。民108年2月3日，https://vphysics.ntu.edu.tw/hcom.php 

實驗值和模擬值之趨勢大致相同，滑落長度均
隨橫桿半徑增加而漸減，模擬值趨勢與橫桿半
徑高度負相關，R2值為0.99954。 

滑落長度之實驗值隨著角度增加而漸增，
且增加的趨勢會隨著角度增加而趨緩。滑
落長度模擬值在小角度時隨著角度增加而
漸增，然而增加趨勢在大角度時卻沒有趨
緩的趨勢。 

實驗值和模擬值之趨勢大致相同，
滑落長度均隨摩擦係數增加而漸減，
而且可以觀察到模擬值趨勢與摩擦
係數高度負相關，R2值為0.999。 

https://vphysics.ntu.edu.tw/hcom.php
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