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Abstract 

 Juggling sequence deals with something about throwing the balls circularly,and there is only 

a ball back in hand at the same time. We discuss the number of ways in accordance with juggling 

sequence.Juggling sequence satisfies a sequence 𝐻 = (𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑘, ⋯ , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛), 𝑎𝑘 ≥ 0, 𝑎𝑘 ∈

𝑍,“For all 𝑖 ≠ 𝑗, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛,1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛,(𝑎𝑖 + 𝑖) ≢ (𝑎𝑗 + 𝑗)(mod  𝑛).”, and 𝑎𝑘  in the sequence H 

means time to throw the ball in the air at the n-th second.  

 In the research process,we use adjacency matrix to discuss the conversion method of 

juggling sequence.In linear algebra,we know the nth power of the juggling sequence's adjacency 

matrix means the number of string length n of juggling sequence. Then, we discuss the characteristic 

polynomial of the adjacency matrix in any situation of juggling sequence.Thus,we find some rules in 

juggling sequence.For example,we know 𝑇𝑛
(1,𝑠)

 is equal to s-step Lucas number. Finally, we use 

recurrence relation to build  𝑇𝑛
(𝑏,𝑠)

 and find some theorem.For expressing the number of juggling 

sequence easier, we use approximate general items to replace recurrence relation.In this study,we find 

many new sequences not available on OEIS,and give them different opinions. 

摘要 

本篇研究針對跳躍進行數列本身意義的探討，用新的數列 V 表示跳躍數列的接球狀況，

接著利用狀態有向圖定義出表示跳躍數列球在空中狀況的「頂點」以及表示跳躍數列內數值

的「邊」，而迴圈狀況即為跳躍數列的情況下我們利用鄰接矩陣的想法進行探討，並且最後利

用跡數的方式進行跳躍數列形式的討論。不同於文獻中僅針對用球數 b 和跳躍數列字串長度

n 做為討論，本篇研究增加了代表著跳躍數列中數值可達到的最大數值 s(也代表著表示跳躍

數列球在空中狀況的「頂點」長度)，針對用球數為 1 顆的情況下為 k 階盧卡斯數的數值，而

在其他用球數也有好的結果，並且針對不同情況下的跳躍數列整理出遞迴關係式以及生成函

數。最後，在本篇研究中也找到許多在 OEIS 上所沒有的數列，並且給予這些數列有不同的解

釋。 
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壹、前言 

一、研究動機 

跳躍數列的問題來自於小丑的丟球問題，對於一個雜耍馬戲團的小丑在丟球時的模式進

行討論，問題本身條件的說明： 

1. 在小丑丟球時，同一個時間點手上最多只會有一顆球回到手中。 

2. 在小丑丟球時，期間需要連續、規律的接及丟出球，並且無限持續下去。 

藉由以上條件換句話說，對於一個數列𝐻 = (𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑘, ⋯ , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛), 𝑎𝑘 ≥ 0, 𝑎𝑘 ∈ 𝑍，其

中𝑎𝑘表第 k 秒時投出此球在空中的時間，滿足「對於所有𝑖 ≠ 𝑗且1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛、1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

，(𝑎𝑖 + 𝑖) ≢ (𝑎𝑗 + 𝑗)(mod  𝑛)」則稱此數列為跳躍數列。 

舉例來說，𝐻 = (2,0,1,1)為一個跳躍數列，滿足(𝑎𝑖 + 𝑖) ≢ (𝑎𝑗 + 𝑗)(mod  𝑛)，由下圖可知

使用的總球數為 1 顆球。 

 

其方法數在許多的文獻資料中都有相關的資料，而一篇文章 Primitive Juggling 

Sequences(Fan Chung and Ron Graham,2008.)中，我們看到了對於跳躍數列的方法數進行探討，

其中給了跳躍數列方法數
( 1) !,  .

( , )
!, .

n bb b if n b
J b n

n otherwise

  
 


，而 b 為用球數、n 為跳躍數列的長度，

此篇文章探討跳躍數列的方式為原始(Primitive)跳躍數列方法數，其中𝐛 + 𝟏 ≤ 𝒂𝒊 + 𝒊 ≤ 𝒃 + 𝒏

為此篇文章對於跳躍數列的要求；此篇文章的內容引起我們的興趣，我們嘗試著針對用球數

為 1 顆球的情況進行討論，若單純以跳躍數列的條件： 

「對於所有𝑖 ≠ 𝑗且1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛、1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛，(𝑎𝑖 + 𝑖) ≢ (𝑎𝑗 + 𝑗)(mod  𝑛)」 
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不去設限𝑎𝑖 + 𝑖的範圍進行討論會發現其中的方法數為 k 階盧卡斯數；舉例來說，對於長度為

2 的跳躍數列且使用的球數為 1 的跳躍數列在 Primitive Juggling Sequences(Fan Chung and Ron 

Graham,2008.)中所得到的方法數為 2 種，即：(1,1)、(2,0)，因為在此篇研究中認為(2,0)、(0,2)

就拋球的方式是一致的，而我們的研究中若單純以跳躍數列的基本條件進行討論則有 3 種，

即：(1,1)、(2,0)、(0,2)三種。 

本篇研究和 Primitive Juggling Sequences(Fan Chung and Ron Graham,2008.)的研究屬於不同

的研究方向，而因為本篇研究進行討論時發現一些規律，其中的規律引起我們的興趣，因此

開啟了此篇研究。 

二、研究目的 

(一)以鄰接矩陣表示跳躍數列的球數轉換關係。 

(二)以遞迴關係式、近似值表示跳躍數列的方法數。 

(三)以生成函數、近似值表示限制情況下的跳躍數列的方法數。 

貳、研究方法與過程 

一、問題說明 

在任一個數列𝐻 = (𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑘, ⋯ , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛)的形式下，我們將𝑎𝑘表投出此球時，此球在

空中的時間，而 k 值則代表我們在第 k 秒的時候進行這樣的動作。因此，我們有了以下的定

義： 

定義一：一個數列𝐻 = (𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑘, ⋯ , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛), 𝑎𝑘 ≥ 0, 𝑎𝑘 ∈ 𝑍，其中𝑎𝑘表第 k 秒時投出的

球在空中的時間。若 H 滿足「對於所有 𝑖 ≠ 𝑗且1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛、1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛，(𝑎𝑖 + 𝑖) ≢ (𝑎𝑗 +

𝑗)(mod  𝑛)」則稱此數列 H 為跳躍數列。 

針對此定義一，我們發現若要針對跳躍數列進行進一步的探討，需要一個好的表示方

式，因此我們定義出𝑦 − 𝑡圖以及利用𝑦 − 𝑡圖所觀察出球的滯空狀況所假設的數列如下。 

圖表說明𝑦 − 𝑡圖：橫向 t 表投球時的時間軸，縱向 y 表球滯空的狀況。 

以此可以將圖表中的跳躍數列進行探討，以下圖 1 為例，𝐻 = (2,0,1,1)為一個跳躍數

列，且可以發現此跳躍數列在第1 + 4𝑡秒(𝑡為非負整數)時，是沒有投出任何一顆球。 
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圖 1：𝐻 = (2,0,1,1)的 ty  圖 

藉由上圖 1 的內容，我們嘗試觀察在用球數狀況，得到以下的簡單性質。 

[性質 1]跳躍數列𝐻 = (𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑘, ⋯ , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛), 𝑎𝑘 ≥ 0, 𝑎𝑘 ∈ 𝑍，此跳躍數列的用球數為

1N

n

k
k

a

n




顆球。 

proof： 

已知𝐻 = (𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑘, ⋯ , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛), 𝑎𝑘 ≥ 0, 𝑎𝑘 ∈ 𝑍為跳躍數列，由定義可知若
ka 表第 k

秒投出的球在空中的時間，則對於所有𝑖 ≠ 𝑗且1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛、1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛，(𝑎𝑖 + 𝑖) ≢ (𝑎𝑗 +

𝑗)(mod  𝑛)；
1

n

k
k

a



 表一個數列球在空中的總秒數，則已知跳躍數列的字串長度為 n 表為 n

秒， 1N

n

k
k

a

n




即表每一秒有 N 個球在空中，故跳躍數列的用球數為 1N

n

k
k

a

n




顆球。■ 

二、跳躍數列相關定義 

(一) ( , )b s
nT ：數列長度為 n、用球數為 b 且數列中最大數值不大於 s 的跳躍數列個數。 

舉例而言， (1,2)
2 3T  表有(1,1)、(2,0)、(0,2)三種跳躍數列； (1,2)

3 4T 表有(1,1,1) 、(1,2,0) 、

(0,1,2)、(2,0,1)四種跳躍數列； (1,2)
4 7T 表有(0,1,1,2)、(0,2,0,2)、(1,1,1,1)、(1,1,2,0)、(1,2,0,1)、

(2,0,1,1)、(2,0,2,0)七種跳躍數列。 

(二) ( , )b Y
nT ：數列長度為 n、用球數為 b 且數列所使用的數值只能使用集合Y 中的元素。 

舉例而言，  (2, 1,2,3 )
2 3T  表有(1,3)、(2,2)、(3,1)三種跳躍數列； (2,{1,2,3})

3 4T  表有(1,2,3)、

(2,2,2)、(2,3,1)、(3,1,2)四種跳躍數列。對比 (2,3)
2 3T  表有(1,3)、(2,2)、(3,1)三種跳躍數列；
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(2,3)
3 7T  表有(1,2,3)、(2,2,2)、(2,3,1)、(3,1,2)、(3,0,3)、(0,3,3)、(3,3,0)七種跳躍數列。 

(三)
( , ) ( )b sG x ：表 ( , )b s

nT 數列所形成的生成函數。 

(四)
( , ) ( )b YG x ：表 ( , )b Y

nT 數列所形成的生成函數。 

(五)跳躍數列接球狀況之二元字串定義 

跳躍數列所代表的值無法針對接球狀況有一個直觀的探討，本篇研究在後續會有相關接

球狀況的探討，為了後續研究的整理，因此我們定義一個新的數列 V 以表示接球的狀況；而

為了針對其中的各項的值及轉換過程有進行更深入的探討，我們將其表示為二元字串形式。 

定義二：對任一個跳躍數列𝐻 = (𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑘, ⋯ , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛), 𝑎𝑘 ≥ 0, 𝑎𝑘 ∈ 𝑍，已知用球數為 b

的情況下，定義跳躍數列的接球狀況為二元字串𝑉 = (𝑉𝑠𝑉𝑠−1 ⋯ 𝑉𝑘 ⋯ 𝑉1)，其中𝑉𝑘 ∈ {0,1}，而

𝑉𝑘 = 1，表有球在第 k 秒後回到手中；𝑉𝑘 = 0，表第 k 秒沒有球回到手中。 

藉由以上定義二，我們能夠得知若以二元字串表示定義跳躍數列接球狀況，可直接得到

用球數 b 等於多少，因此有了下列的性質。 

[性質 2] 對於跳躍數列接球狀況𝑉 = (𝑉𝑠𝑉𝑠−1 ⋯ 𝑉𝑘 ⋯ 𝑉1)，用球數為
1

 
n

k
k

b V 。 

對於跳躍數列的接球狀況的二元字串𝑉 = (𝑉𝑠𝑉𝑠−1 ⋯ 𝑉𝑘 ⋯ 𝑉1)中，而當下一秒鐘的情況將

會是，先將所有數字向右推一位，並且在最後一位補上 0，此種意義在於經過了一秒後，所有

球在第幾秒落地的狀況也會減少一秒。如下圖： 

0010001 

 (圖 2：001 向右推一格形成 000﹙轉換規則﹚。) 

而當再次丟球時，需要知道此球的落地時間，因此我們在箭頭的上方做出標誌，此標誌

代表再次丟球時，此球在幾秒後落地。如下圖 3 所示，此種情況代表再次丟出的球將會在 2

秒後落地。 

   

 (圖 3：001 向右推一格形成 000，並在第二位的地方加上一個 1﹙箭頭轉換﹚。) 
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藉由以上的轉換方式，我們得知對於跳躍數列轉換接球狀況，有二元字串以及轉換方式

兩種情況；而在此我們希望能有一個好的表示法，因此採用有向圖。 

(六) 跳躍數列的狀態有向圖定義 

跳躍數列的狀態有向圖，圖中每個頂點為𝑉 = (𝑉𝑠𝑉𝑠−1 ⋯ 𝑉𝑘 ⋯ 𝑉1)， 𝑉𝑘 ∈ {0,1}，𝑠則為頂點

的字串長度，若滿足跳躍數列的接球狀況二元字串的轉換方式，則稱為跳躍數列的狀態有向

圖，在此同時可以發現 s 值即為跳躍數列中的最大值。以下圖 4 為例，為𝐺3的狀態有向圖。 

  

(圖 4：跳躍數列的狀態有向圖𝐺3) 

藉由二元字串和狀態有向圖的結合，我們先針對頂點為二元字串的形式進行討論，其中

狀態有向圖的邊集合上的標號假定為轉換的方式，藉由這樣的方式我們可以將所有的可能狀

況整理成有向圖的形式。 

定義三：跳躍數列的狀態有向圖𝐺𝑠滿足圖中每個頂點為𝑉 = (𝑉𝑠𝑉𝑠−1 ⋯ 𝑉𝑘 ⋯ 𝑉1)， 𝑉𝑘 ∈ {0,1}，

邊集合𝐸上的標號集合為𝑊 = {0,1,2, ⋯ , 𝑠}，若𝐺𝑠圖中兩頂點𝑥1和𝑥2連接且由𝑥1傳遞至𝑥2，𝑥1

和𝑥2連接的標號為𝑦, 𝑦 ∈ 𝑊且需要滿足跳躍數列接球狀況之二元字串形式表示法的轉換。 

三、跳躍數列和狀態有向圖的封閉路徑關係 

在探討狀態有向圖時，我們發現針對狀態有向圖的邊和頂點皆有些簡易的迴圈性質，因

此為了後續的相關研究，我們將針狀態有向圖的邊迴圈進行一個探討。 

在狀態有向圖中的狀況下，我們知道對於任意的一個封閉迴圈所包含的邊集合皆能形成
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一個跳躍數列 H；以對於一個滿足二元字串形式表示法轉換的𝐺2圖為例，圖中的紅色部份為

一個明顯的封閉迴圈，若以(01)做為出發點，邊元素分別為：2 → 0 → 1 → 1，由定義三可假

設出跳躍數列𝐻 = (2,0,1,1)，針對此概念整理成定理一，在後續的研究會以此定理進行延伸。 

  
(圖 5：𝐺2跳躍數列圖，𝐻 = (2,0,1,1)。) 

定理一一個跳躍數列𝐻 = (𝑒1, 𝑒2, ⋯ , 𝑒𝑘)對應到在跳躍數列的狀態有向圖𝐺𝑠下的一個封閉迴圈

若且唯若在跳躍數列的狀態有向圖𝐺𝑠下，若有一個封閉迴圈由其中一頂點出發，且經過的頂

點所表示的用球數一樣下，邊元素依照順序為𝑒1 → 𝑒2 → 𝑒3 → ⋯ → 𝑒𝑘 → 𝑒1。 

四、跳躍數列的狀態有向圖𝐺𝑠之矩陣探討-以用球數為 1 的頂點元素矩陣為例 

(一)狀態有向圖點元素的鄰接矩陣 

我們希望研究能夠針對跳躍數列在特定情況下的個數進行討論，因此為了達成此目標，

從定理一的概念我們能理解其起點及終點為同一個的時候即為跳躍數列，因此我們需要針對

狀態有向圖中形成封閉路徑的情況進行討論。而一開始進行本小節的研究時，需要針對各頂

點至各頂點的方法數進行討論，針對跳躍數列被整理成狀態有向圖的狀況進行個數的探討。 

定義 四 ：設跳躍數列的狀態有向圖 𝐺𝑠 的鄰接矩陣為 𝐶𝑖,𝑗 ，若圖中每個頂點 𝑉 =

(𝑉𝑠𝑉𝑠−1 ⋯ 𝑉𝑘 ⋯ 𝑉1)， 𝑉𝑘 ∈ {0,1}。若𝑉𝑗至𝑉𝑖有連接，則𝐶𝑖,𝑗 = 1，若𝑉𝑗至𝑉𝑖沒有連接，則𝐶𝑖,𝑗 = 0。  

我們針對用球數一顆球的狀況進行探討，因此可以整理成下表 1 的狀況。 

(表 1：跳躍數列𝐺2在用球數一顆球的狀況下的鄰接矩陣。) 

二元字串 𝑉𝑗  01 10 

𝑉𝑖     

01  1 1 

10  1 0 
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(二)以對角化方式探討跳躍數列的狀態有向圖𝐺2 

先將表 1 中的表格轉換成以下的定義五的矩陣： 

定義五：由定義四的假設下，假設𝑉1 = (01), 𝑉2 = (10)，則矩陣   









 01

11

22, jiCC 。 

針此矩陣 C 中的值，我們可以知道，若取主對角的值累加可代表從一個點至同一個點路

徑長度為 1 的封閉迴圈，那麼若探討

n
nC 










01

11
的主對角的值累加則可知道表從一個點至

同一個點路徑長度為 n 的封閉迴圈，則藉由定理一則可知這樣的封閉迴圈即為跳躍數列，因

此我們可以說：tr (1,2)( )n
nC T ，即為用球數為 1、跳躍數列最大值為 2 的跳躍數列方法數。 

藉由以上的概念，我們知道矩陣的對角化是重要的，因此我們嘗試探討

n
nC 










01

11
的

狀況。為了使用對角化的工具，開始我們需要先行探討矩陣 C 的特徵值以及特徵向量： 

01
1

11
)det( 2

2 



 




IC ，為了往後進行討論方便，我們將假設λ1, λ2為

此矩陣的兩個特徵值，並且整理成一個簡易性質至下方。 

[性質 3]假設λ1, λ2, λ1 > λ2為   









 01

11

22, jiCC 的特徵值，則λ1, λ2滿足 











1

1

21

21




。 

由定義以及性質的概念，我們可以架構出特徵向量，藉此探討

n
nC 










01

11
，故假設

𝑋2×1為矩陣   









 01

11

22, jiCC 的特徵向量，則 










































0

0)1(

0

0

1

11
)(

21

21

2

1
2

xx

xx

x

x
XIC








  
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藉此取特徵向量(𝑥1, 𝑥2) = (λ, 1)後，能得到矩陣 PP ,1 使得













n

n
n PCP

2

11

0

0




，此

時我們可知 









11

21 
P ， 





























1

2

1

2

21

1

1

1

5

1

1

11










P ，則藉此可以整理

成以下的性質。 

[性質 4]若矩陣   









 01

11

22, jiCC ，則有λ1, λ2, λ1 > λ2滿足










1

1

21

21




，且 














n

n
n PCP

2

11

0

0




， 










11

21 
P ， 














1

21

1

1

5

1




P 。 

此時我們針對   









 01

11

22, jiCC 以及𝐶𝑛的關係進行相關探討，期望可以藉由此矩

陣進行深入的討論。 

[性質 5]若矩陣   









 01

11

22, jiCC ，則 













1

1

nn

nnn

FF

FF
C ，𝐹𝑛為費式數列第 n 項的值。 

proof： 

藉由性質 4 的簡單整理，我們可以進行𝐶𝑛的整理，因此可以得到： 

1 1
1 1 2 1 2 21 21

1 12 2 1 2

1 1 1 1 1 1
1 2 1 2 2 1 1 2 1 2

1 2 1 2 2 1 1 2 1

0 0 1 11 1

1 11 1 5 50 0

1 1

5 5

n n n n
n

n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n

C P P
      

    

         

        

 


     

          
                               

     
  
     

1 1
2

n 

 
 
  

 

我們可以發現其內容和費氏數列、盧卡斯數的一般式一致，因此我們能得到















1

1

nn

nnn

FF

FF
C 。 

由性質 5 的概念，我們能夠將定理一整理成下表 2，表 2 所表示的即為在狀態有向圖𝐺2用球

數為一顆球的情況下跳躍數列字串長度為 n 時，對於任意的數值進行轉換的動作時所需要的

方法數。 

(表 2：跳躍數列𝐺2在用球數為一顆球的情況下，字串長度為 n 的轉換方法數。) 
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二元字串 𝑉𝑗  01 10 

𝑉𝑖     

01  1nF  
nF  

 10  nF  
1nF  

定理二對於字串長度為 n 且用球數為 1 顆的跳躍數列，若跳躍數列內的數值最大值不大於 2

的情況下，其方法數為𝐿𝑛(為第 n 項盧卡斯數)，即： (1,2)
nT 

ntr(C ) 1 1n n nF F L    。 

proof： 

由定義五及性質 5 可知當字串長度為 n 時可得到上表 2，則在此時我們可以藉由定理一

可知若出發的頂點和結束的頂點相同時，則可建立出一個跳躍數列，因此若頂點從01 → 10

的方法數為𝐹𝑛+1，頂點從10 → 10的方法數為𝐹𝑛−1，則當字串長度為 n 的方法數即為

ntr(C )，而從性質 5 中可得
ntr(C ) 1 1n nF F   ；由性質一可知 )(

5

1
21

nn
nF   ，因

此針對得到的跡數進行以下的整理：  

n
nn

nnnn

nnnnnn
nn

L

FF






















21

1
2

1
1

1
2

1
1

2
2

1
2

2
1

1
1

1
2

1
1

1
2

1
111

)
2

15
()

2

15
()]

2

55
()

2

55
([

5

1

)]1()1([
5

1
)(

5

1
)(

5

1







故可得到 (1,2)
nT 

ntr(C ) 1 1n n nF F L    。 

藉由定理二的結果我們可以得到一個不錯的結果，以 (1,2)
3 3 4 T L 種情況，即：

(1,1,1)、(2,0,1)、(1,2,0)、(0,1,2)，針對定理二可以知道在特定的情況下，字串長度為 n 的跳

躍數列可能的方法數已經是一個實際的值，因此接下來我們可以針對在狀態有向圖𝐺2用球數

為一顆球的狀況、所有的字串長度進行跳躍數列個數的探討。 

(三)跳躍數列的狀態有向圖𝐺𝑠探討-以用球數 1 顆球為例 

在前一個部分的研究中，我們能發現狀態有向圖在探討跳躍數列的方式及概念，本部分

的研究將針對𝐺𝑠，即對於跳躍數列的最大值為 s 進行深入的討論，即代表將點的字串長度變

成 s 並且嘗試進行個數狀況的討論。 
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1. 用球數 1 顆在跳躍數列的狀態有向圖下𝐺𝑠的矩陣表示法 

接著我們希望探討用球數為 1 顆狀態有向圖下𝐺𝑠的相關性質：  

[性質 6]在跳躍數列用球數一顆球的情況下，若以狀態有向圖𝐺𝑠之情況，可利用矩陣表示法

表示為： 

ss

A





























0001

1

00

10

001

00011













。 

接著針對此性質，我們可以嘗試進行矩陣 A 的特徵方程式，在此我們以

det( ) 0s sA I   作為此特徵方程式的形式，並且嘗試整理出以下的性質。 

[性質 7]在性質 6 下， )1()1()det( 21  
  ssss

ssIA ，則可知矩陣 A

的特徵方程式為 0121    sss
且在滿足此方程式的根為𝜆1, 𝜆2, ⋯ , 𝜆𝑠下，

有著以下的關係式： skk

skaa

k

i
ia  



 

1,)1( 1

11 1
 。 

此時針對性質 7，我們知道其特徵方程式和 k 階 Lucas 數的遞迴關係式有關，因此有以下的

定義。 

定義六：k 階盧卡斯數一般項
( )

1


k

k n
n i

i

L  ，且𝜆1, 𝜆2, ⋯ , 𝜆𝑘為𝜆𝑘 − 𝜆𝑘−1 − ⋯ − 1 = 0。 

2. 用球數 1 顆在跳躍數列的狀態有向圖下的矩陣表示法之對角化 

在進行𝐺𝑠的矩陣表示法後，我們可以針對此表示法進行對角化討論，以便我們進行跳躍

數列的個數探討，而藉由性質 7 的概念，我們可以將矩陣 A 進行對角化討論。 

[性質 8]在性質 6 下，存在一個矩陣 B 使得𝐴𝑛 = 𝐵−1𝐷𝑛𝐵，且利用性質 7 的情況可知 
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ss
n

s

n
s

n

n

ss

DA





 































































00

0

0

00

,

0001

1

00

10

001

00011

1

2

1

























。 

針對以上的𝐺𝑠表示法，我們希望能藉由此種方式針對用球數一顆球的狀況進行深入的討論，

我們可知道接下來若要進行跳躍數列的情況有幾種，將使用跡數的方式進行討論，接下來將

針對在用球數一顆球的情況下，字串長度為 n 時，將整理成以下的定理。 

定理三在𝐺𝑠的情況下，若用球數為一顆球的情況下，字串長度為 n 的可能跳躍數列個數為

(1, ) s
nT

ntr(A ) ( ) s
nL ，且 ( )s

nL 為第 n 項的 s 階盧卡斯數。 

proof：  

利用性質 7 可知在𝐺𝑠的情況下，若用球數為一顆球的情況下，字串長度為 n 的可能跳躍

數列個數為
n 1 ntr(A ) tr(B D B) ，

1 n n 1 ntr(B D B) tr(D B B) tr(D )   
1


s

n
i

i

 ，藉由定理一的

內容我們可證明出定理三。 

3. 用球數 1 顆在跳躍數列的狀態有向圖下 k 階盧卡斯數性質探討 

針對 k 階盧卡斯數的相關性質，我們勢必需要找尋 k 階盧卡斯數的初始值，而其中的初

始值有一定的規律，在定理三中我們已經知道若要計算第 n 項的 k 階盧卡斯數可使用矩陣 A

進行 n 次矩陣乘法後取跡數即可得到答案，而在計算中我們發現了其中的規律，這個規律將

幫助我們進行接下來的相關討論。 

[性質 9]對於 k 階盧卡斯數，其初始值為 ( )k
nL

ntr(A ),1 n k 1    。 

說明：以跡數以及特徵方程式可容易得出。 

為了將定義六的 k 階盧卡斯數進行深入的性質探討，我們嘗試利用矩陣方法進行討論，

並且發現使用的矩陣為上方研究當中矩陣 A 的轉置矩陣𝐴𝑇，在此假設此矩陣為 C。 
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定義七：k 階盧卡斯數遞迴關係式為： )()(
1

)( k
kn

k
n

k
n LLL    ，可被表為： 

( ) ( )
1

( ) ( )
1 2

( ) ( )
1

( ) ( )
1 1 1

1 1 1 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0

0 0 1 0

k k
n n

k k
n n

k k
n k n k

k kk k
n k n kk k

L L

L L

L L

L L



 

  


   

   
    
    
    
         
    
    
    
       

。 

4. 由鄰接矩陣轉換成遞迴關係式的方法探討 

 由上述內容我們能夠由對角化的方式再由跡數求得跳躍數列方法數，然而這樣的方法讓

我們由鄰接矩陣進行對角化時的計算過於複雜，因此針對此部分我們將嘗試利用其他方式進

行討論遞迴關係式及初始值進行研究；而在此我們需要引入 Cayley–Hamilton 定理。 

[Cayley–Hamilton 定理] 

設矩陣 A 為給定的𝑛 × 𝑛矩陣，𝐼𝑛為𝑛 × 𝑛的單位矩陣，對於 A 的特徵方程式定義為

𝑓(𝑥) = det (𝑥 ∙ 𝐼𝑛 − 𝐴)，則𝑓(𝐴) = 𝑂。 

我們可以利用 Cayley–Hamilton 定理進行鄰接矩陣的轉換，以一個跳躍數列的特例中的

狀態有向圖為例，A 為其鄰接矩陣： 

1 1 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0

0 1 0 1 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

A

 
 
 
 

  
 
 
 
 

，計算 A 的特徵方程式可得 6 5 4 3( ) det( )nf x x I A x x x x       ，

則可由 Cayley–Hamilton 定理得到𝐴6 − 𝐴5 − 𝐴4 − 𝐴3 = 𝑂，則𝐴6 = 𝐴5 + 𝐴4 + 𝐴3，最後藉由

運算可得𝐴𝑛 = 𝐴𝑛−1 + 𝐴𝑛−2 + 𝐴𝑛−3；由定理一可知若出發的頂點和結束的頂點相同時，則可

建立出一個跳躍數列，則 tr ( )nA 為在跳躍數列的特例中字串長度為 n 的跳躍數列方法數，

則可由此得到 tr ( )nA  tr
1 2 3( )n n nA A A      tr

1( )nA   tr
2( )nA   tr

3( )nA 
，則假設此特例

的跳躍數列方法數的表示法為  (2, 1,2,3,4 )
nT ，由此可以推得此遞迴關係式為 
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       (2, 1,2,3,4 ) (2, 1,2,3,4 ) (2, 1,2,3,4 ) (2, 1,2,3,4 )
1 2 3n n n nT T T T     ，而其中的初始值可以藉由原

本的鄰接矩陣進行推導，而本篇研究的後續將會以此方法進行遞迴關係式的相關運算。 

5. 利用數學軟體 Matlab 進行一般項的探討 

對於跳躍數列的方法數，我們知道處理上由鄰接矩陣𝐴𝑠×𝑠進行，而 tr ( )nA 即為跳躍數列

方法數，由上述的 Cayley–Hamilton 定理可以由鄰接矩陣 A 得到其中的遞迴關係式，然而在

進行相關估計時發現當探討較大的項數時無法有效的進行相關預測，對此我們針對鄰接矩陣

A 的特徵值進行相關的分析，可得知
n 1 ntr(A ) tr(B D B) n 1 ntr(D B B) tr(D )  

1


s

n
i

i

 ，其

中方陣𝐷𝑠×𝑠即為鄰接矩陣 A 所得到的對角矩陣，其中的𝜆𝑖為矩陣 A 的特徵值。則當矩陣 A 的

特徵值為𝜆1, 𝜆2, ⋯ , 𝜆𝑠，假設 1 2 s     ，
ntr(A ) 

1


s

n
i

i

 ，則可知

n

nn
1

tr(A )
lim 1


 ，而

後進行整理用 n n
1tr(A ) ~  表示。 

定義八：若跳躍數列的鄰接矩陣 A 之特徵方程式為 1 2
1 2 1 0 0
     k k

k ka x a x a x a x a ，

其中的根為 1 2 1, , , ,k k    且 1 2 1k k       ，若 ( , ) b s
nT

ntr(A ) ，由線性代數

基本理論可知 ( , )
1 2 1       b s n n n n

n k kT ，則知

(b,s)
n

nn
1

T
lim 1


 ，以 (b,s) n

n 1T ~  表示

( , )b s
nT 之近似一般項。 

以此概念我們利用數學軟體 Matlab 進行特徵方程式求根進而得到特徵值，接著以此進

行相關的預估。 

而對於任一個高次方程式𝑎𝑘𝑥𝑘 + 𝑎𝑘−1𝑥𝑘−1 + ⋯ + 𝑎2𝑥2 + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0在 Matlab 求解的

相關指令如下： 

clear all 

format long %%估計值長度增加 

p=[𝑎𝑘, 𝑎𝑘−1, ⋯ , 𝑎2, 𝑎1, 𝑎0];%%方程式的係數 
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r=roots(p)%%求高次方程式的根 

polyval(p,r)%%將值代回確認誤差 

對此我們以三階盧卡斯數 (3)
nL 的特徵方程式𝑥3 − 𝑥2  − 𝑥 − 1 = 0為例： 

clear all 

format long %%估計值長度增加 

p=[1,-1,-1,-1];%%方程式的係數 

r=roots(p)%%求高次方程式的根 

polyval(p,r)%%將值代回確認誤差 

則可以得到結果： 

r = 

  1.839286755214161 + 0.000000000000000i 

 -0.419643377607081 + 0.606290729207200i 

 -0.419643377607081 - 0.606290729207200i 

ans = 

   1.0e-14 * 

 -0.088817841970013 + 0.000000000000000i 

  0.111022302462516 + 0.005551115123126i 

  0.111022302462516 - 0.005551115123126i 

則由下方的誤差，我們可以知道其誤差為10−14。 

由其中求出來的根可得到特徵方程式得到的根分別為 

(1)一實根：x= 1.839286755214161 

(2)兩虛根：x= -0.419643377607081 + 0.606290729207200i、-0.419643377607081 - 

0.606290729207200i 

由於很容易知道兩虛根 1x  ，故當 n 值夠大時，可視 (3) n[1.839286755214161 ]nL  ，[ ]表找

尋最近的整數。 
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而以𝑛 = 41為例， (3)
41 70896889713L  。而由 Matlab 進行計算可知 

>>1.839286755214161^41=7.089688971299973e+10 

則可得到 (3) 41
41 [1.839286755214161 ] [70896889712.99973] 70896889713L    。 

為了進行一般項的整理，我們以 (3) n~1.839286755214161nL 表示。 

以以上內容進行說明如何找尋特徵根以及進行找尋根的方式，而在後續將會直接將探討出的

結果整理至研究結果中。 

6.探討特定形式特徵方程式建立生成函數 

定理四 若跳躍數列方法數 ( , )b s
nT 的鄰接矩陣 A 的特徵方程式 0

0

( )
k

i

i

f x a x



 ，則 ( , )b s
nT 形

成數列之生成函數
'( )

( )
( )

h x
G x k x

h x
   ，且

0

( )
k

i
k i

i

h x a x


 。 

proof： 

由定理一的概念可知若用球數為 b，跳躍數列最大值不大於 s 的情況下，若 A 為其鄰接

矩陣，則 ( , )b s
nT 

ntr(A ) ，則若𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝜆1) ⋯ (𝑥 − 𝜆𝑘)為鄰接矩陣的特徵方程式，其中

的根為𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑘 (可以重根)，由線性代數基本理論可得
ntr(A )

1

k
n

i
i




 ，則 ( , )b s
nT

1

k
n

i
i




 。 

已知對於 ( , )b s
nT 的數列，令其生成函數為 ( , )

1

( ) b s i
i

i

g x T x



 (有項數平移)，則函數

( )g x ：
( , ) 2 3 2 1

1 1 1 1 0 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k k k k

b s i i i
i j j j j

i j j j i j

g x T x x x x    

     

            

則可推得：
2 2

1 1 1

1 '( )
( ) (1 ) ( )

1 1 ( )

k k k
j

j j j j
j jj j j

h x
g x x x

x x h x


   

 
  

       
 

    

，其中 1 2( ) (1 )(1 ) (1 )kh x x x x      。 
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又
1 1 2

1 1
( ) ( ) ( ) (1 )(1 ) (1 ) ( )n k

n kx f x x x x x h x
x x

            ，可知若
0

( )
k

i
i

i

f x a x



 ，

則
0

( )
k

i
k i

i

h x a x


 ；又單純看 ( , )b s
nT 的一般項，可得 ( , )

0
b sT k ，故可得其生成函數

'( )
( ) ( )

( )

h x
G x k x g x k x

h x
      。■ 

以 (1,3)
nT 為例，其特徵方程式𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0為例，已知𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1，則

ℎ(𝑥) = −𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1，
2'( ) 3 2 1h x x x    ，故可知其生成函數為： 

2 2 3 3 2 2
(1,3)

2 3 2 3 2 3

3 2 1 3 3 3 3 3 2 3 2
( ) 3

1 1 1

x x x x x x x x x x
G x x

x x x x x x x x x

          
    

        
。 

由一般的生成函數算法除了需要遞迴關係式外，也需要初始值，因為本研究中的數列一

般項有特定的形式(即： ( , )b s
nT

1

k
n

i
i




 )，因此我們可以在不需要特徵值的情況下，利用定

理四快速整理出各個情況的生成函數。 

五、跳躍數列用球數為任意顆球的情況之方法數探討 

在探討跳躍數列的過程中，我們希望能將情況進行更深入的探討；已知跳躍數列 H 的

方法數會和接球狀況 V 的方法數一致，而在探討接球狀況 V 時，皆會在狀態有向圖𝐺𝑠下探

討，則在此處我們將先針對用球數和字串長度進行討論，並且嘗試整理成以下的性質。 

(一)用球數和二元字串形式的接球狀況 V 的字串長度之關係 

[性質 10]對於用球數為 t 的情況下，二元字串形式的接球狀況 V 的字串長度不小於 t。 

 性質 10 中的狀況可以很明顯知道如果球數為 t 時，若要滿足二元字串形式 V 的表示

法，則其字串長度勢必不能比 t 來的小，而在此也能很容易知道若用球數為 t 時，其字串長

度若等於 t，則跳躍數列的方法數僅會有一種。 

[性質 11] 若用球數為 t 顆球，符合條件的頂點個數為 








t

s
， st 1 。 

17



 

性質 11 可藉由二元字串形式的接球狀況𝑉 = (𝑉𝑠𝑉𝑠−1 ⋯ 𝑉𝑘 ⋯ 𝑉1)之狀況，我們能夠由此將

在狀態有向圖𝐺𝑠在特定的狀況進行頂點個數的討論，若用球數為 t 顆球，則將 t 分配至 s 個

位置，因此利用組合數可知符合條件的頂點個數為 








t

s
， st 1 。 

(二)不同用球數鄰接矩陣之情況 

我們將不同用球數的狀況進行討論，並且嘗試將情形以鄰接矩陣探討，藉此進行觀察探

討其中的規律。 

以 (2,4)
nT 做為舉例，其代表的跳躍數列為用球數 2 顆且跳躍數列中的值不大於 4 的情況

下，跳躍數列的字串長度為 n 的所有情況，由下表 6 可以得到其中點元素方陣化的情況： 

 
11 

101 

110 

1001 

1010 

1100 

11 1 1 1 0 0 0 

101 1 0 0 1 1 0 

110 0 1 0 1 0 1 

1001 1 0 0 0 0 0 

1010 0 1 0 0 0 0 

1100 0 0 0 1 0 0 

則假設一個矩陣： 

1 1 1 0 0 0

1 0 0 1 1 0

0 1 0 1 0 1
X

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

 
 
 
 

  
 
 
 
 

，可知 (2,4) (2,4) (2,4) (2,4) (2,4) (2,4)(2,4)
51 2 3 4 62 2 2n nn n n n nT T T T T T T          ，則

其中的 (2,4) (2,4) (2,4) (2,4) (2,4) (2,4)
1 2 3 4 5 61, 5, 13, 33, 66, 161T T T T T T      。(tr

n(X ) (2,4)
nT ) 

因此我們可以得到跳躍數列的用球數為 2 時，跳躍數列的值不大於 4 時，跳躍數列的方

法數會滿足： (2,4) (2,4) (2,4) (2,4) (2,4) (2,4)(2,4)
51 2 3 4 62 2 2n nn n n n nT T T T T T T          且 

n 1 2 3 4 5 6 

(2,4)
nT  1 5 13 33 66 161 
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而其中特徵方程式為𝑥6 − 𝑥5 − 2𝑥4 − 2𝑥3 − 2𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0，則 

2.333554225170096  0.627416367054142  -1.000000000000001  -0.587813159984445

-0.186578716119894 + 1.061667124179090i  -0.186578716119894 - 1.061667124179090i

 、 、 、

、

x ，

，可得近似一般項 (2,4) n~ 2.333554225170096nT ， 

生成函數𝐺(2,4)(𝑥) =
7 − 2𝑥 − 6𝑥2 − 4𝑥3 − 17𝑥4 + 6𝑥6

1 − 𝑥 − 2𝑥2 − 2𝑥3 − 2𝑥4 + 𝑥5 + 𝑥6
。 

由以上狀況我們將以相同方式進行特徵方程式、初始值、近似一般項以及生成函數的探討。 

1. 用球數為 2，且二元字串形式的接球狀況字串長度為 2~7 之情況 

 (表 3：用球數為 2，且二元字串形式的接球狀況字串長度為 2~7 之表格整理。) 

 

11 

101 

110 

1001 

1010 

1100 

10001 

10010 

10100 

11000 

100001 

100010 

100100 

101000 

110000 

1000001 

1000010 

1000100 

1001000 

1010000 

1100000 

11 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

101 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

110 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1001 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1010 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1100 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

10001 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

10010 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

10100 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

11000 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

100001 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 

100010 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 

100100 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 

101000 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 

110000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 

1000001 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1000010 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1000100 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1001000 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1010000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1100000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 

在表 3 的整理中，我們能夠發現其中相關的表示規律，而表格中由小而大的正方塊表示

的是用球數為 2 且二元字串形式的接球狀況字串長度為 2~7 的表示方式，此部分能夠由此發
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現用球數為 2 時，字串長度為 3 時，其跳躍數列方法數滿足 )3(
nL ，而其他字串長度仍遵循

一些規律，但可以知道跳躍數列的方法數不會遵從 k 階盧卡斯數。 

以下為我們利用特徵方程式表達遞迴關係式、跡數計算初始值探討數列的相關表示法： 

(1) (2,2) 1nT   

(2) (2,3)
nT 討論 

(2,3) (3) (3) (3) (3)
1 2 3n n n n nT L L L L       

n 1 2 3 

(2,3)
nT  1 3 7 

特徵方程式：𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0，則可得近似一般項 (2,3) n~1.839286755214161nT ， 

生成函數G(2,3)(𝑥) =
4 − 𝑥 − 3𝑥3

1 − 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3
。 

(3) (2,4)
nT 討論 

(2,4) (2,4) (2,4) (2,4) (2,4) (2,4) (2,4)
1 2 3 4 5 62 2 2n n n n n n nT T T T T T T            

n 1 2 3 4 5 6 

(2,4)
nT  1 5 13 33 66 161 

特徵方程式：𝑥6 − 𝑥5 − 2𝑥4 − 2𝑥3 − 2𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0，則可得近似一般項

(2,4) n~ 2.333554225170096nT ， 

生成函數G(2,4)(𝑥) =
7 − 2𝑥 − 6𝑥2 − 4𝑥3 − 17𝑥4 + 6𝑥6

1 − 𝑥 − 2𝑥2 − 2𝑥3 − 2𝑥4 + 𝑥5 + 𝑥6
。 

(4) (2,5)
nT 討論 

(2,5) (2,5) (2,5) (2,5) (2,6) (2,5) (2,5) (2,5) (2,5)(2,5)
5 71 2 3 4 6 9 102 3 5 6n n nn n n n n n nT T T T T T T T T T                 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

(2,5)
nT  1 5 16 49 131 302 813 2145 5596 14545 
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特徵方程式：𝑥10 − 𝑥9 − 2𝑥8 − 3𝑥7 − 5𝑥6 − 6𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥 + 1 = 0，則可得近似一般項

(2,5) n~ 2.607225089719684nT 。 

生成函數G(2,5)(𝑥) =
11 − 6𝑥 − 11𝑥2 − 10𝑥3 − 20𝑥4 − 66𝑥5 + 3𝑥6 + 10𝑥7 − 9𝑥8 + 10𝑥10

1 − 𝑥 − 2𝑥2 − 3𝑥3 − 5𝑥4 − 6𝑥5 + 𝑥6 + 𝑥7 + 𝑥9 + 𝑥10
。 

(5) (2,6)
nT 討論 

(2,6) (2,6) (2,6) (2,6) (2,6) (2,6)(2,6)
51 2 3 4 6

(2,6) (2,6) (2,6) (2,6) (2,6) (2,6) (2,6)
7 8 9 11 12 14 15

2 4 6 10 12

4 6 6 2 2

n nn n n n n

n n n n n n n

T T T T T T T

T T T T T T T

    

      

     

      

 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 

(2,6)
nT  1 5 19 57 171 473 1191 3360 

n 9 10 11 12 13 14 15  

(2,6)
nT  9379 25985 71721 192763 546079 1509919 4172409  

特徵方程式： 

𝑥15 − 𝑥14 − 2𝑥13 − 4𝑥12 − 6𝑥11 − 10𝑥10 − 12𝑥9 + 4𝑥8 + 6𝑥7 + 6𝑥6 + 2𝑥4 + 2𝑥3 − 𝑥 − 1 = 0 

，則可得近似一般項 (2,6) n~ 2.762764142398571nT 。 

(6) (2,7)
nT 討論 

(2,7) (2,7) (2,7) (2,7) (2,7) (2,7) (2,7) (2,7) (2,7)(2,7)
5 71 2 3 4 6 8 9

(2,7) (2,7) (2,7) (2,7) (2,7) (2,7) (2,7) (2,
10 12 13 14 16 17 20 21

2 4 7 13 22 28 4 6

6 4 10 10

n n nn n n n n n n

n n n n n n n n

T T T T T T T T T T

T T T T T T T T

       

       

        

       
7)

 

n 1 2 3 4 5 6 7 

(2,7)
nT  1 5 19 61 191 569 1611 

n 8 9 10 11 12 13 14 

(2,7)
nT  4293 12421 35705 102191 291709 831663 2370849 

n 15 16 17 18 19 20 21 

(2,7)
nT  6762839 19304213 55088433 157186829 448494355 1279680301 3651357855 
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特徵方程式： 

21 20 19 18 17 16 15 14 13

12 11 9 8 7 5 4

2 4 7 13 22 28 4

6 6 4 10 10 1 0

x x x x x x x x x

x x x x x x x x

       

         
 

，則可得近似一般項 (2,7) n~2.853287731749214nT 。 

2. 用球數為 3，且二元字串形式的接球狀況字串長度為 3~6 之情況 

(表 4：用球數為 3，且二元字串形式的接球狀況字串長度為 3~6 之表格整理。) 

 

111 

1011 

1101 

1110 

10011 

10101 

10110 

11001 

11010 

11100 

100011 

100101 

100110 

101001 

101010 

101100 

110001 

110010 

110100 

111000 

111 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1011 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1101 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1110 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

10011 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 

10101 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 

10110 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 

11001 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 

11010 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 

11100 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 

100011 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

100101 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

100110 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

101001 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

101010 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

101100 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

110001 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

110010 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

110100 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

111000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

在表 4 的整理中，我們能夠發現其中相關的表示規律，而表格中由小而大的正方塊表示

的是用球數為 3 且二元字串形式的接球狀況字串長度為 3~6 的表示方式，此部分能夠由此發

現用球數為 3 時，字串長度為 4 時，其跳躍數列方法數滿足 )4(
nL ，而其他字串長度仍遵循

一些規律，但可以知道跳躍數列的方法數不會遵從 k 階盧卡斯數。 
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以下為我們利用特徵方程式表達遞迴關係式、跡數計算初始值探討數列的相關表示法： 

(1) (3,3) 1nT   

(2) (3,4)
nT 討論 

(3,4) (4) (4) (4) (4) (4)
1 2 3 4n n n n n nT L L L L L         

n 1 2 3 4 

(3,4)
nT  1 3 7 15 

特徵方程式：𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0，則可得近似一般項 (3,4) n~1.927561975482926nT 。 

(3) (3,5)
nT 討論 

(3,5) (3,5) (3,5) (3,5) (3,6) (3,5) (3,5) (3,5) (3,5)(3,5)
5 71 2 3 4 6 9 102 3 5 6n n nn n n n n n nT T T T T T T T T T                 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

(3,5)
nT  1 5 16 49 131 302 813 2145 5596 14545 

特徵方程式：𝑥10 − 𝑥9 − 2𝑥8 − 3𝑥7 − 5𝑥6 − 6𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥 + 1 = 0，則可得近似一般項

(3,5) n~ 2.607225089719684nT 。 

(4) (3,6)
nT 討論 

(3,6) (3,6) (3,6) (3,6) (3,6) (3,6) (3,6) (3,6)
1 2 3 4 5 6 7

(3,6) (3,6) (3,6) (3,6) (3,6) (3,6) (3,6)
8 9 10 11 12 13 14

(3,6) (3,6)
15 16

3 5 9 17 21 20

28 8 4 12 16 4 13

11 3

n n n n n n n n

n n n n n n n

n n n

T T T T T T T T

T T T T T T T

T T T

      

      

 

      

      

   (3,6) (3,6) (3,6) (3,6)
17 18 19 203 n n nT T T     

 

n 1 2 3 4 5 

(3,6)
nT  1 7 25 87 291 

n 6 7 8 9 10 

(3,6)
nT  883 2416 7631 23677 72707 

n 11 12 13 14 15 
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(3,6)
nT  222135 678303 2075347 6362804 19485405 

n 16 17 18 19 20 

(3,6)
nT  59650687 182612029 559103707 1711916987 5241647367 

 

特徵方程式： 

20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5

4 3 2

3 5 9 17 21 20 28 8 4 12 16 4 13 11

3 3 1 0

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x

              

     

，則可得近似一般項 (3,6) n~ 3.061773427899112nT 。 

3. 用球數為 4，且二元字串形式的接球狀況字串長度為 4~6 之情況 

(表 5：用球數為 4，且二元字串形式的接球狀況字串長度為 4~6 之表格整理。) 

 

1111 

10111 

11011 

11101 

11110 

100111 

101011 

101101 

101110 

110011 

110101 

110110 

111001 

111010 

111100 

1111 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

10111 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 

11011 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 

11101 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 

11110 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 

100111 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

101011 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

101101 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

101110 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

110011 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

110101 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

110110 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

111001 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 

111010 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

111100 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 

在表 5 的整理中，我們能夠發現其中相關的表示規律，而表格中由小而大的正方塊表示

的是用球數為 4 且二元字串形式的接球狀況字串長度為 4~6 的表示方式，此部分能夠由此發

現用球數為 4 時，字串長度為 5 時，其跳躍數列方法數滿足 )5(
nL ，而其他字串長度仍遵循
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一些規律，但可以知道跳躍數列的方法數不會遵從 k 階盧卡斯數。 

以下為我們利用特徵方程式表達遞迴關係式、跡數計算初始值探討數列的相關表示法： 

(1) (4,4) 1nT   

(2) (4,5)
nT 討論 

(4,5) (5) (5) (5) (5) (5) (5)
1 2 3 4 5n n n n n n nT L L L L L L           

n 1 2 3 4 5 

(4,5)
nT  1 3 7 15 31 

特徵方程式：𝑥5 − 𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0，則可得近似一般項

(4,5) n~1.965948236645486nT 。 

(3) (4,6)
nT 討論 

(4,6) (4,6) (4,6) (4,6) (4,6) (4,6) (4,6)
1 2 3 4 5 6

(4,6) (4,6) (4,6) (4,6) (4,6) (4,6) (4,6)
7 8 9 11 12 14 15

2 4 6 10 12

4 6 6 2 2

n n n n n n n

n n n n n n n

T T T T T T T

T T T T T T T

     

      

     

      
 

n 1 2 3 4 5 

(4,6)
nT  1 5 19 57 171 

n 6 7 8 9 10 

(4,6)
nT  473 1191 3361 9379 25985 

n 11 12 13 14 15 

(4,6)
nT  71721 197793 546079 1509919 4172409 

特徵方程式： 

𝑥15 − 𝑥14 − 2𝑥13 − 4𝑥12 − 6𝑥11 − 10𝑥10 − 12𝑥9 + 4𝑥8 + 6𝑥7 + 6𝑥6 + 2𝑥4 + 2𝑥3 − 𝑥 − 1 = 0，則可得近似

一般項 (4,6) n~ 2.762764142398571nT 。 

六、限制跳躍數列的特定值探討跳躍數列的方法數 

 針對跳躍數列的一般情況方法數在以上有一些好的結果，而後我們希望針對跳躍數列中
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的數值進行相關的限制，因此我們需要針對不同球數下的數值變換進行討論，近而整理成鄰

接矩陣以計算其值在不同長度的跳躍數列方法數。 

(一)𝐺𝑠圖的數值變換 

由鄰接矩陣的概念，我們可以將其整理成跳躍數列的狀態有向圖中「邊元素」的表格整

理，以𝐺2圖的數值變換為例，我們討論用球數為 1 顆的情況： 

 jv  01 10 

iv     

01  1 0 

10  2  

由以上的邊元素轉換後，我們可以很容易的將需要限制的值進行整理，舉例來說若我們

要限制跳躍數列內的值沒有 0 的出現，則狀態有向圖中的鄰接矩陣會是：
1 0

1 0
A

 
  
 

，則可

知道沒有 0 的 (1,2) ( ) 1n
nT tr A  種方法數。 

為了針對特定值進行討論，我們嘗試以前述的名詞定義 ( , )b Y
nT (數列長度為 n、用球數為

b 且數列所使用的數值只能使用集合 Y 中的元素)進行討論，期望藉此針對不同限制下找尋不

同的規律。 

(二)𝐺4圖的數值變換 

針對𝐺4圖的轉換，我們針對用球數 1、2、3 顆球進行不同的討論。 

1. 在𝐺4圖下用球數 1 顆球 

由點元素的整理，我們可以得到其數值轉換的方式： 

 jv  0001 0010 0100 1000 

iv       

0001  1 0   

0010  2  0  

0100  3   0 

1000  4    

接著我們希望從中整理出以下的各種情況。 
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(1)  (1, 1,2,3,4 )
nT 的方法數 

其中的狀態有向圖為

1 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

A

 
 
 
 
 
 

，可以很容易得到  (1, 1,2,3,4 )
( ) 1n

nT tr A  。 

(2)  (1, 0,2,3,4 )
nT 的方法數 

其中的狀態有向圖為

0 1 0 0

1 0 1 0

1 0 0 1

1 0 0 0

A

 
 
 
 
 
 

，可以得到

       (1, 0,2,3,4 ) (1, 0,2,3,4 ) (1, 0,2,3,4 ) (1, 0,2,3,4 )
2 3 4n n n nT T T T      

n 1 2 3 4 

 (1, 0,2,3,4 )
nT  2 3 6 5 

特徵方程式：𝑥4 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0，則可得近似一般項  (1, 0,2,3,4 ) n~1.465571231876769nT ， 

生成函數：
4 − 2𝑥 − 𝑥2 − 4𝑥4

1 − 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥4
。 

(3)  (1, 0,1,3,4 )
nT 的方法數 

其中的狀態有向圖為

1 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0 0 0

A

 
 
 
 
 
 

，可以得到

       (1, 0,1,3,4 ) (1, 0,1,3,4 ) (1, 0,1,3,4 ) (1, 0,1,3,4 )
1 3 4n n n nT T T T      

n 1 2 3 4 

 (1, 1,0,3,4 )
nT  1 1 4 9 

特徵方程式：𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥 − 1 = 0，則可得近似一般項

 (1, 0,1,3,4 ) n~1.618033988749894nT 。 

生成函數：
5 − 4𝑥 + 3𝑥2 − 4𝑥4

1 − 𝑥 − 𝑥3 − 𝑥4
。 
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(4)  (1, 0,1,2,4 )
nT 的方法數 

其中的狀態有向圖為

1 1 0 0

1 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

A

 
 
 
 
 
 

，可以得到

       (1, 0,1,2,4 ) (1, 0,1,2,4 ) (1, 0,1,2,4 ) (1, 0,1,2,4 )
1 2 4n n n nT T T T      

n 1 2 3 4 

 (1, 0,1,2,4 )
nT  1 3 4 11 

特徵方程式：𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥2 − 1 = 0，則可得近似一般項  (1, 0,1,2,4 ) n~1.754877666246692nT  

，生成函數：
5 − 2𝑥 − 4𝑥2 + 4𝑥3 − 4𝑥4

1 − 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥4
。 

(5)  (1, 0,1,2,3 )
nT 的方法數 

其中的狀態有向圖為

1 1 0 0

1 0 1 0

1 0 0 1

0 0 0 0

A

 
 
 
 
 
 

，可以得到

       (1, 0,1,2,3 ) (1, 0,1,2,3 ) (1, 0,1,2,3 ) (1, 0,1,2,3 )
1 2 3n n n nT T T T     ，我們可以知道等價於

(1,3)
nT 。 

n 1 2 3 

 (1, 0,1,2,3 ) (1,3)
n nT T  1 3 7 

特徵方程式：𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0，則可得近似一般項  (1, 0,1,2,3 ) n~1.839286755214161nT ， 

生成函數：
4 − 𝑥 − 3𝑥3

1 − 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3
。 

對此，我們可以得到一個合理的推論，若在𝐺4圖且用球數為一顆的情況下，限制特定數

值後，其遞迴關係式會針對限制的值進行相對應的缺項，而跳躍數列中沒有 0 的出現時，其

方法數皆為 1；在此我們有此定理： 

定理五  (1, 1,2,3, , )
1

s
nT  ，即在用球數為 1 顆且跳躍數列最大值不大於 s，若跳躍數列中沒
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有 0 的情況下，跳躍數列的方法數為 1。 

proof： 

對於跳躍數列𝐻 = (𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛)，可知在用球數為 1 顆的情況下，由性質 1 可知

1 1

n

k
k

a

n

 


，則由此可得知若𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛 ≠ 0，則唯一的情況為𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 1。■ 

2. 在𝐺4圖下用球數 2 顆球 

由點元素的整理，我們可以得到其數值轉換的方式： 

 𝑉𝑗 0011 0101 0110 1001 1010 1100 

Vi        

0011  2 1 0    

0101  3   1 0  

0110   3  2  0 

1001  4      

1010   4     

1100     4   

接著我們希望從中整理出以下的各種情況。 

(1)  (2, 1,2,3,4 )
nT 的方法數 

其中的狀態有向圖為

1 1 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0

0 1 0 1 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

A

 
 
 
 

  
 
 
 
 

，可以得到

       (2, 1,2,3,4 ) (2, 1,2,3,4 ) (2, 1,2,3,4 ) (2, 1,2,3,4 )
1 2 3n n n nT T T T      

n 1 2 3 

 (2, 1,2,3,4 )
nT  1 3 7 

特徵方程式：𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0，則可得近似一般項  (2, 1,2,3,4 ) n~1.839286755214161nT ， 

生成函數：
4 − 𝑥 − 3𝑥3

1 − 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3
。 
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(2)  (2, 0,2,3,4 )
nT 的方法數 

其中的狀態有向圖為

1 0 1 0 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 1 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

A

 
 
 
 

  
 
 
 
 

，可以得到

         

   

(2, 0,2,3,4 ) (2, 0,2,3,4 ) (2, 0,2,3,4 ) (2, 0,2,3,4 ) (2, 0,2,3,4 )
1 2 3 4

(2, 0,2,3,4 ) (2, 0,2,3,4 )
5 6

n n n n n

n n

T T T T T

T T

   

 

   

 

 

n 1 2 3 4 5 6 

 (2, 1,2,3,4 )
nT  1 3 7 15 21 39 

特徵方程式：𝑥6 − 𝑥5 − 𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0，則可得近似一般項

 (2, 0,2,3,4 ) n~1.855885998666238nT ， 

生成函數：
7 − 4𝑥 − 3𝑥2 − 2𝑥3 − 11𝑥4 + 6𝑥6

1 − 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥4 + 𝑥5 + 𝑥6
。 

(3)  (2, 0,1,3,4 )
nT 的方法數 

其中的狀態有向圖為

0 1 1 0 0 0

1 0 0 1 1 0

0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

A

 
 
 
 

  
 
 
 
 

，可以得到 

         (2, 0,1,3,4 ) (2, 0,1,3,4 ) (2, 0,1,3,4 ) (2, 0,1,3,4 ) (2, 0,1,3,4 )
2 3 4 62 2 2n n n n nT T T T T        

n 1 2 3 4 5 6 

 (2, 0,1,3,4 )
nT  0 4 6 16 20 46 

特徵方程式：𝑥6 − 2𝑥4 − 2𝑥3 − 2𝑥2 + 1 = 0，則可得近似一般項

 (2, 0,1,3,4 ) n~1.883203505913527nT ， 
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生成函數：
6 + 4𝑥 − 6𝑥2 − 4𝑥3 − 12𝑥4 − 6𝑥5 + 6𝑥6

1 − 2𝑥2 − 2𝑥3 − 2𝑥4 + 𝑥6
。 

(4)  (2, 0,1,2,4 )
nT 的方法數 

其中的狀態有向圖為

1 1 1 0 0 0

0 0 0 1 1 0

0 0 0 1 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

A

 
 
 
 

  
 
 
 
 

，可以得到 

         

   

(2, 0,1,2,4 ) (2, 0,1,2,4 ) (2, 0,1,2,4 ) (2, 0,1,2,4 ) (2, 0,1,2,4 )
1 2 3 4

(2, 0,1,2,4 ) (2, 0,1,2,4 )
5 6

n n n n n

n n

T T T T T

T T

   

 

   

 

 

n 1 2 3 4 5 6 

 (2, 0,1,2,4 )
nT  1 3 7 15 21 39 

特徵方程式：𝑥6 − 𝑥5 − 𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0，則可得近似一般項

 (2, 0,1,2,4 ) n~1.855885998666238nT ， 

生成函數：
7 − 4𝑥 − 3𝑥2 − 2𝑥3 − 11𝑥4 + 6𝑥6

1 − 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥4 + 𝑥5 + 𝑥6
。 

(4)  (2, 0,1,2,3 )
nT 的方法數 

其中的狀態有向圖為

0 1 1 0 0 0

1 0 0 1 1 0

0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

A

 
 
 
 

  
 
 
 
 

，可以得到 

       (2, 0,1,2,3 ) (2, 0,1,2,3 ) (2, 0,1,2,3 ) (2, 0,1,2,3 )
1 2 3n n n nT T T T      

n 1 2 3 

 (2, 0,1,2,3 )
nT  1 3 7 

特徵方程式：𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0，則可得近似一般項  (2, 0,1,2,3 ) n~1.839286755214161nT ， 
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生成函數：
4 − 𝑥 − 3𝑥3

1 − 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3
。 

3. 在𝐺4圖下用球數 3 顆球 

由點元素的整理，我們可以得到其數值轉換的方式： 

 jv  0111 1011 1101 1110 

iv       

0111  3 2 1 0 

1011  4    

1101   4   

1110    4  

接著我們希望從中整理出以下的各種情況。 

(1)  (3, 1,2,3,4 )
nT 的方法數 

其中的狀態有向圖為

1 1 1 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

A

 
 
 
 
 
 

，可以得到 

       (3, 1,2,3,4 ) (3, 1,2,3,4 ) (3, 1,2,3,4 ) (3, 1,2,3,4 )
1 2 3n n n nT T T T      

n 1 2 3 

 (3, 1,2,3,4 )
nT  1 3 7 

特徵方程式：𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0，則可得近似一般項  (3, 1,2,3,4 ) n~1.839286755214161nT ， 

生成函數：
4 − 𝑥 − 3𝑥3

1 − 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3
。 

(2)  (3, 0,2,3,4 )
nT 的方法數 

其中的狀態有向圖為

1 1 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

A

 
 
 
 
 
 

，可以得到

       (3, 0,2,3,4 ) (3, 0,2,3,4 ) (3, 0,2,3,4 ) (3, 0,2,3,4 )
1 2 4n n n nT T T T      
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n 1 2 3 4 

 (3, 1,2,3,4 )
nT  1 3 4 11 

特徵方程式：𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥2 − 1 = 0，則可得近似一般項  (3, 0,2,3,4 ) n~1.754877666246692nT  

，生成函數：
5 − 2𝑥 − 4𝑥2 + 4𝑥3 − 4𝑥4

1 − 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥4
。 

(3)  (3, 0,1,3,4 )
nT 的方法數 

其中的狀態有向圖為

1 0 1 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

A

 
 
 
 
 
 

，可以得到 

       (3, 0,1,3,4 ) (3, 0,1,3,4 ) (3, 0,1,3,4 ) (3, 0,1,3,4 )
1 3 4n n n nT T T T      

n 1 2 3 4 

 (2, 1,0,3,4 )
nT  1 1 4 9 

特徵方程式：𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥 − 1 = 0，則 1.618033988749894  -0.618033988749895 i  - ix  、 、、  

可得近似一般項  (3, 0,1,3,4 ) n~1.618033988749894nT ， 

生成函數：
5 − 4𝑥 + 3𝑥2 − 4𝑥4

1 − 𝑥 − 𝑥3 − 𝑥4
。 

(4)  (3, 0,1,2,4 )
nT 的方法數 

其中的狀態有向圖為

0 1 1 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

A

 
 
 
 
 
 

，可以得到 

       (3, 0,1,2,4 ) (3, 0,1,2,4 ) (3, 0,1,2,4 ) (3, 0,1,2,4 )
2 3 4n n n nT T T T      

n 1 2 3 4 

 (3, 0,1,2,4 )
nT  0 2 3 6 

特徵方程式：𝑥4 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0，則可得近似一般項  (3, 0,1,2,4 ) n~1.465571231876769nT  
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，生成函數：
4 − 2𝑥 − 𝑥2 − 4𝑥4

1 − 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥4
。 

(4)  (3, 0,1,2,3 )
nT 的方法數 

其中的狀態有向圖為

1 1 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

A

 
 
 
 
 
 

， 
ntr(A )  (3, 0,1,2,3 )

1nT  。 

參、研究結果與討論 

一、跳躍數列用球數為任意顆球的性質整理 

由跳躍數列的相關性質，我們有著計算「對於所有𝑖 ≠ 𝑗且1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛，(𝑎𝑖 +

𝑖) ≢ (𝑎𝑗 + 𝑗)(𝑚𝑜𝑑  𝑛)」主要核心概念的定理一。 

定理一一個跳躍數列𝐻 = (𝑒1, 𝑒2, ⋯ , 𝑒𝑘)對應到在跳躍數列的狀態有向圖𝐺𝑠下的一個封閉迴圈

若且唯若在跳躍數列的狀態有向圖 sG 下，若有一個封閉迴圈由其中一頂點出發，且經過的

頂點所表示的用球數一樣下，邊元素依照順序為 𝑒1 → 𝑒2 → 𝑒3 → ⋯ → 𝑒𝑘 → 𝑒1。 

(一)跳躍數列 ( , )b s
nT 方法數性質整理 

由前面的名詞定義可知， ( , )b s
nT ：數列長度為 n、用球數為 b 且數列中最大數值不大於 s

的跳躍數列個數。以下為針對用球數及接球狀況的字串長度 s 所整理的相關圖表： 

          s 

用球數 
用球數 用球數+1 用球數+2 用球數+3  用球數+n 

用球數 0 顆球 (0,0) 1nT   
(0,1) 1nT   

(0,2) 1nT   
(0,3) 1nT    (0, ) 1n

nT   

用球數 1 顆球 (1,1) 1nT    
(1,2) (2)
n nT L  

(1,3) (3)
n nT L  

(1,4) (4)
n nT L   (1, 1) ( 1)n n

n nT L   

用球數 2 顆球 (2,2) 1nT   
(2,3) (3)
n nT L  (2,4)

nT  (2,5)
nT   (2, 2)n

nT   

用球數 3 顆球 (3,3) 1nT   
(3,4) (4)
n nT L  (3,5)

nT  (3,6)
nT   (3, 3)n

nT   

            

用球數 k 顆球 ( , ) 1k k
nT   

( , 1) ( 1)k k k
n nT L   ( , 2)k k

nT   ( , 3)k k
nT    ( , )k k n

nT   
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定理二對於字串長度為 n 且用球數為 1 顆的跳躍數列，若跳躍數列內的數值最大值不大於 2

的情況下，其方法數為𝐿𝑛 (為第 n 項盧卡斯數)，即： (1,2)
nT 

ntr(C ) 1 1n n nF F L    。 

定理三在𝐺𝑠的情況下，若用球數為一顆球的情況下，字串長度為 n 的可能跳躍數列個數為

(1, ) s
nT

ntr(A ) ( ) s
nL ，且 ( )s

nL 為第 n 項的 s 階盧卡斯數。 

由定義六，能夠發現一個相互對稱的狀況，而這樣的情況源自於接球狀況的表示法，對

於一個字串 0 代表該秒沒有球落下，1 代表該秒有球落下之情況，而在此若是兩個相同長度

的字串但用球數不同的情況下，能夠理解最終的跳躍數列字串長度相同的情況下，其跳躍數

列的方法數相同，因此針對此種概念 整理成以下的定理六及定理七。 

定理六用球數為 k 個且跳躍數列中的所有值不大於(k+1)時，跳躍數列的方法數為第 n 項的

(k+1)階盧卡斯數，即： ( , 1) ( 1)k k k
n nT L  。 

定理七 ( , ) ( , )b s s b s
n nT T  。 

(二)跳躍數列 ( , )b Y
nT 方法數性質整理 

對於各種跳躍數列 ( , )b Y
nT 方法數，在此有著許多不同表示的方式及定理，我們將其整理

為以下性質整理： 

定理五  (1, 1,2,3, , )
1

s
nT  ，即在用球數為 1 顆且跳躍數列最大值不大於 s，若跳躍數列中沒

有 0 的情況下，跳躍數列的方法數為 1。 

定理八若 {2,3}b ，則        ( , 1,2,3,4 ) ( , 1,2,3,4 ) ( , 1,2,3,4 ) ( , 1,2,3,4 )
1 2 3

b b b b
n n n nT T T T     ，且 

n 1 2 3  

 ( , 1,2,3,4 )b
nT  1 3 7 近似一般項  ( , 1,2,3,4 ) n1.839286755214161

b
nT   

，生成函數：
4 − 𝑥 − 3𝑥3

1 − 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3
。 

定理九對於用球數為 b 且最大值不大於 s 的跳躍數列，若跳躍數列其中的數值為正整數，則

跳躍數列方法數為 ( 1, 1)b s
nT   。 

35



 

proof： 

假設用球數為 b 且最大值不大於 s 且其中的數值為正整數的跳躍數列為 

1 2 1' ( ', ', , ', , ', '),1 ' , 'k n n k kH a a a a a a s a N    且「對於所有𝑖 ≠ 𝑗且1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛，

(𝑎𝑖 + 𝑖) ≢ (𝑎𝑗 + 𝑗)(𝑚𝑜𝑑  𝑛)」；假設 ' 1k ka a  ，則由最大值的限制可發現 

1 2 1 1 21 ', ', , ', , ', ' 1 ( ' 1),( ' 1), ,( ' 1)k n n na a a a a s a a a s        ，故可知0 1ka s   ；又

從性質 1 可得 1 2 1 1' ' ' ' ' ( 1) ( 1) ( 1)k n n k na a a a a nb a a a nb                ，

因此可知 1 ( 1)k na a a n b      ，可知其中的用球數為 b-1 顆，又「對於所有 i j 且

njni  11 、 ，( ' )ia i ≢ ( ' )(mod  )ja j n 」，則 (( 1) )ia i  ≢ (( 1) )(mod  )ja j n  ，因此

( )ia i ≢ ( )(mod  )ja j n ；藉由以上內容可得到 0 1ka s   、 ( )ia i ≢ ( )(mod  )ja j n 且

1 ( 1)k na a a n b      ，則用球數為 b 且最大值不大於 s 且其中的數值為正整數的跳躍

數列的方法數為 ( 1, 1)b s
nT   。■ 
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(三) 跳躍數列 ( , )b s
nT 表格整理 

用 

球 

數 

數列情況 特徵方程式 生成函數 

近似一般項 

(至小數點後 3

位) 

2 (2,3)
nT  𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 

4 − 𝑥 − 3𝑥3

1 − 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3
 (2,3) n~1.839nT  

2 (2,4)
nT  𝑥6 − 𝑥5 − 2𝑥4 − 2𝑥3 − 2𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0 略 (2,4) n~ 2.334nT  

2 (2,5)
nT  𝑥10 − 𝑥9 − 2𝑥8 − 3𝑥7 − 5𝑥6 − 6𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥 + 1 = 0 略 (2,5) n~ 2.607nT  

2 (2,6)
nT  

𝑥15 − 𝑥14 − 2𝑥13 − 4𝑥12 − 6𝑥11 − 10𝑥10 − 12𝑥9 

+4𝑥8 + 6𝑥7 + 6𝑥6 + 2𝑥4 + 2𝑥3 − 𝑥 − 1 = 0 

略 (2,6) n~ 2.763nT  

2 (2,7)
nT  

21 20 19 18 17 16

15 14 13 12 11

9 8 7 5 4

2 4 7 13

22 28 4 6 6

4 10 10 1 0

x x x x x x

x x x x x

x x x x x x

    

    

       

 
略 (2,7) n~2.853nT  

3 (3,4)
nT  𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 略 (3,4) n~1.928nT  

3 (3,5)
nT  

𝑥10 − 𝑥9 − 2𝑥8 − 3𝑥7 − 5𝑥6 − 6𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥3

+ 𝑥 + 1 = 0 

略 (3,5) n~ 2.607nT  

3 (3,6)
nT  

20 19 18 17 16 15 14

13 12 11 10 9 8

7 6 5 4 3 2

3 5 9 17 21

20 28 8 4 12 16

4 13 11 3 3 1 0

x x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x x

     

     

        

 略 (3,6) n~ 3.062nT  

4 (4,5)
nT  𝑥5 − 𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 略 (4,5) n~1.966nT  

4 (4,6)
nT  

𝑥15 − 𝑥14 − 2𝑥13 − 4𝑥12 − 6𝑥11 − 10𝑥10 − 12𝑥9 + 4𝑥8

+ 6𝑥7 + 6𝑥6 + 2𝑥4 + 2𝑥3 − 𝑥 − 1 = 0 
略 (4,6) n~ 2.763nT  
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(四)在𝐺4圖限制跳躍數列情況之整理 

用球

數 
數列情況 特徵方程式 生成函數 

近似一般項 

(至小數點後 3 位) 

1  (1, 1,2,3,4 )
nT  𝑥 = 1 略  (1, 1,2,3,4 )

nT = 1 

1  (1, 0,2,3,4 )
nT  𝑥4 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 

4 − 2𝑥 − 𝑥2 − 4𝑥4

1 − 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥4
 

 (1, 0,2,3,4 ) n~1.466nT  

1  (1, 0,1,3,4 )
nT  𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥 − 1 = 0 

5 − 4𝑥 + 3𝑥2 − 4𝑥4

1 − 𝑥 − 𝑥3 − 𝑥4
 

 (1, 0,1,3,4 ) n~1.618nT  

1  (1, 0,1,2,4 )
nT  𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥2 − 1 = 0 

5 − 2𝑥 − 4𝑥2 + 4𝑥3 − 4𝑥4

1 − 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥4
 

 (1, 0,1,2,4 ) n~1.755nT  

1  (1, 0,1,2,3 )
nT  𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 

4 − 𝑥 − 3𝑥3

1 − 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3
 

 (1, 0,1,2,3 ) n~1.839nT  

2  (2, 1,2,3,4 )
nT  𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 

4 − 𝑥 − 3𝑥3

1 − 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3
 

 (2, 1,2,3,4 ) n~1.839nT  

2  (2, 0,2,3,4 )
nT  

𝑥6 − 𝑥5 − 𝑥4 − 𝑥3 

−𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0 

7 − 4𝑥 − 3𝑥2 − 2𝑥3 − 11𝑥4 + 6𝑥6

1 − 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥4 + 𝑥5 + 𝑥6  
 (2, 0,2,3,4 ) n~1.856nT  

2  (2, 0,1,3,4 )
nT  

𝑥6 − 2𝑥4 − 2𝑥3 

−2𝑥2 + 1 = 0 

6 + 4𝑥 − 6𝑥2 − 4𝑥3 − 12𝑥4 − 6𝑥5 + 6𝑥6

1 − 2𝑥2 − 2𝑥3 − 2𝑥4 + 𝑥6
 

 (2, 0,1,3,4 ) n~1.883nT  

2  (2, 0,1,2,4 )
nT  

𝑥6 − 𝑥5 − 𝑥4 − 𝑥3 

−𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0 

7 − 4𝑥 − 3𝑥2 − 2𝑥3 − 11𝑥4 + 6𝑥6

1 − 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥4 + 𝑥5 + 𝑥6   (2, 0,1,2,4 ) n~1.856nT  

2  (2, 0,1,2,3 )
nT  𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 

4 − 𝑥 − 3𝑥3

1 − 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3
 

 (2, 0,1,2,3 ) n~1.839nT  

3  (3, 1,2,3,4 )
nT  𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 

4 − 𝑥 − 3𝑥3

1 − 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥3
 

 (3, 1,2,3,4 ) n~1.839nT  

3  (3, 0,2,3,4 )
nT  𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥2 − 1 = 0 

5 − 2𝑥 − 4𝑥2 + 4𝑥3 − 4𝑥4

1 − 𝑥 − 𝑥2 − 𝑥4
 

 (3, 0,2,3,4 ) n~1.755nT  

3  (3, 0,1,3,4 )
nT  𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥 − 1 = 0 

5 − 4𝑥 + 3𝑥2 − 4𝑥4

1 − 𝑥 − 𝑥3 − 𝑥4
 

 (3, 0,1,3,4 ) n~1.618nT  

3  (3, 0,1,2,4 )
nT  𝑥4 − 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 

4 − 2𝑥 − 𝑥2 − 4𝑥4

1 − 𝑥2 − 𝑥3 − 𝑥4
 

 (3, 0,1,2,4 ) n~1.466nT  

3  (3, 0,1,2,3 )
nT  𝑥 = 1 略  (3, 0,1,2,3 )

1nT   
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二、本篇研究中的數列在 OEIS 上的討論 

(一)𝑇𝑛
(𝑏,𝑠)

的數列之相關討論 

以下的表格為針對𝑇𝑛
(𝑏,𝑠)

的數列進行整理，尋找收集數列的網站 OEIS 上的內容進行討論，

其中每個數列後面的代表 OEIS 上的數列名稱，而在整理的過程中，發現有 OEIS 上沒有的數

列，因此以「無」作為代表。 

s 

用球數 
用球數+1 用球數+2 用球數+3 用球數+4 用球數+5 

1 顆球 𝑻𝒏
(𝟏,𝟐)

：A000032 𝑻𝒏
(𝟏,𝟑)

：A001644 𝑻𝒏
(𝟏,𝟒)

：A073817 𝑻𝒏
(𝟏,𝟓)

：A074048 𝑻𝒏
(𝟏,𝟔)

：A074584 

2 顆球 𝑻𝒏
(𝟐,𝟑)

：A001644 𝑻𝒏
(𝟐,𝟒)

：無 𝑻𝒏
(𝟐,𝟓)

：無 𝑻𝒏
(𝟐,𝟔)

：無 ⋯ ⋯ 

3 顆球 𝑻𝒏
(𝟑,𝟒)

：A073817 𝑻𝒏
(𝟑,𝟓)

：無 𝑻𝒏
(𝟑,𝟔)

：無 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 

4 顆球 𝑻𝒏
(𝟒,𝟓)

：A074048 𝑻𝒏
(𝟒,𝟔)

：無 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 

5 顆球 𝑻𝒏
(𝟓,𝟔)

：A074584 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 

由以上表格可以知道 s 為用球數+1 或者用球數為 1 顆球的情況下，在 OEIS 上皆能找到

相關資料，然而其他在本篇研究中所整理出的數列皆為新的數列，如：𝑻𝒏
(𝟐,𝟒)

、𝑻𝒏
(𝟐,𝟓)

、𝑻𝒏
(𝟐,𝟔)

、

𝑻𝒏
(𝟑,𝟓)

、𝑻𝒏
(𝟑,𝟔)

、𝑻𝒏
(𝟒,𝟔)

等等，這些數列皆代表著能夠滿足「對於所有𝑖 ≠ 𝑗且1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛、1 ≤ 𝑗 ≤

𝑛，(𝑎𝑖 + 𝑖) ≢ (𝑎𝑗 + 𝑗)(mod  𝑛)」的方法數，對此我們能夠對此給予這些數列有一個新的解釋

方式，且是從來沒有人發現過的性質。 

(二) 𝑇𝑛
(𝑏,𝑌)

的數列之相關討論 

用球數 數列情況 OEIS 用球數 數列情況 OEIS 

1 𝑇𝑛
(1,{1,2,3,4})

 A000012 省略討論 3 𝑇𝑛
(3,{1,2,3,4})

 A001644 

1 𝑇𝑛
(1,{0,2,3,4})

 A001634 3 𝑇𝑛
(3,{0,2,3,4})

 A001641 

1 𝑇𝑛
(1,{0,1,3,4})

 A001638 3 T𝑛
(3,{0,1,3,4})

 A001638 

1 𝑇𝑛
(1,{0,1,2,4})

 A001641 3 𝑇𝑛
(3,{0,1,2,4})

 A001634 

1 𝑇𝑛
(1,{0,1,2,3})

 A001644 3 𝑇𝑛
(3,{0,1,2,3})

 A000012 省略討論 
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用球數 數列情況 OEIS 

2 𝑇𝑛
(2,{1,2,3,4})

 A001644 

2 𝑇𝑛
(2,{0,2,3,4})

 無 

2 𝑇𝑛
(2,{0,1,3,4})

 無 

2 𝑇𝑛
(2,{0,1,2,4})

 無  

2 𝑇𝑛
(2,{0,1,2,3})

 A001644 

在特定限制下的跳躍數列，我們對於其中的狀況也和 OEIS 上的數列進行比較，最後也找

出了𝑇𝑛
(2,{0,2,3,4})

、𝑇𝑛
(2,{0,1,3,4})

、𝑇𝑛
(2,{0,1,2,4})

是 OEIS 上沒有的新數列，對此給予了這樣新的數列

一個新的解釋。 
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(三)本篇研究新尋找之數列整理 

針對於 OEIS 上沒有的新數列，整理如下，並且整理出特徵方程式及近似一般項。 

用 

球 

數 

數列情況 特徵方程式 
近似一般項 

(至小數點後 3 位) 

2 (2,4)
nT  𝑥6 − 𝑥5 − 2𝑥4 − 2𝑥3 − 2𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0 (2,4) n~ 2.334nT  

2 (2,5)
nT  

𝑥10 − 𝑥9 − 2𝑥8 − 3𝑥7 − 5𝑥6 − 6𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥 + 1

= 0 
(2,5) n~ 2.607nT  

2 (2,6)
nT  

𝑥15 − 𝑥14 − 2𝑥13 − 4𝑥12 − 6𝑥11 − 10𝑥10 − 12𝑥9 

+4𝑥8 + 6𝑥7 + 6𝑥6 + 2𝑥4 + 2𝑥3 − 𝑥 − 1 = 0 

(2,6) n~ 2.763nT  

3 (3,5)
nT  

𝑥10 − 𝑥9 − 2𝑥8 − 3𝑥7 − 5𝑥6 − 6𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥3

+ 𝑥 + 1 = 0 

(3,5) n~ 2.607nT  

3 (3,6)
nT  

20 19 18 17 16 15 14

13 12 11 10 9 8

7 6 5 4 3 2

3 5 9 17 21

20 28 8 4 12 16

4 13 11 3 3 1 0

x x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x x

     

     

        

 
(3,6) n~ 3.062nT  

4 (4,6)
nT  

𝑥15 − 𝑥14 − 2𝑥13 − 4𝑥12 − 6𝑥11 − 10𝑥10 − 12𝑥9 + 4𝑥8

+ 6𝑥7 + 6𝑥6 + 2𝑥4 + 2𝑥3 − 𝑥 − 1 = 0 

(4,6) n~ 2.763nT  

2 
 (2, 0,2,3,4 )

nT

 

𝑥6 − 𝑥5 − 𝑥4 − 𝑥3 

−𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0 
 (2, 0,2,3,4 ) n~1.856nT  

2 
 (2, 0,1,3,4 )

nT

 

𝑥6 − 2𝑥4 − 2𝑥3 

−2𝑥2 + 1 = 0 
 (2, 0,1,3,4 ) n~1.883nT  

2 
 (2, 0,1,2,4 )

nT

 

𝑥6 − 𝑥5 − 𝑥4 − 𝑥3 

−𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0 
 (2, 0,1,2,4 ) n~1.856nT  
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肆、結論與應用 

本篇文章單純以跳躍數列的條件「對於所有𝑖 ≠ 𝑗且1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛，(𝑎𝑖 + 𝑖) ≢ (𝑎𝑗 +

𝑗)(𝑚𝑜𝑑  𝑛)」進行討論，為此我們針對其中所形成的狀態有向圖進行處理，進而使用鄰接矩陣

探討狀態有向圖的方法數，而從矩陣的相關性質我們可以知道鄰接矩陣的迴圈個數即為主對

角值的總和，因此本篇研究一開始針對能夠對角化的矩陣進行對角化的討論，然而鄰接矩陣

會因為 b 和 s 的值有所改變，可以從性質中得知鄰接矩陣的大小為
s

b

 
 
 

行
s

b

 
 
 

列，因此其大小

會變得十分的龐大，縱使能夠進行對角化，在運算量上卻是無力進行，因此我們使用鄰接矩

陣的性質，得知由鄰接矩陣所得到的特徵方程式及遞迴關係式可由 Cayley–Hamilton 定理以

行列式值求得，進而利用軟體 Matlab 解決特徵方程式的各解，而因為知道 ( , )

1

s

b
b s n

n i
i

T 

 
 
 



 ，

其中一般項的形式僅需由特徵方程式的各解即可，但對於較高次方的一般項表示方式卻十分

難以直接看出此數列的狀況，因此以近似一般項代替進而有一個比較簡單的表示法。 

本篇研究也解決跳躍數列的生成函數表示法，其主要目的在於提供一個更具該數列代表

性的方式，而非較為麻煩(遞迴關係式及初始值)的方式。  

由本篇研究的內容，未來希望嘗試找尋出各個用球數之間的關係，期望找出一個更為具

體的方式進行轉換。 
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【評語】010025 

本文從小丑的丟球問題開始，討論跳躍數列的相關問題。作者

利用新的數列Ｖ表示跳躍數列的接球狀況，接著利用狀態有向圖的

方法，以「頂點」表示跳躍數列內的數值，再利用鄰接矩陣的想法

進行探討，很有創意。 

這個作品充分利用線性數與離散數學的基本概念，是一個相當

完整的文章。 
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