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摘要 

    兩個互相垂直的簡諧運動所構成的圖形即為 Lissajous 曲線，可寫成








)cos(
)cos(

222

111

ctpy

ctpx





的形式，而當且僅當頻率比
2

1




為有理數時，圖形會形成一個封閉曲線，且會有重合與不重合

兩種情況，將兩種情況分開討論，對於任意給定的頻率和相位差，我們求出了 Lissajous 曲線

的二重點(double point，指曲線與其本身相交的點且曲線在該點的兩條切線斜率是相異的)參

數值及其個數公式以及判別其重合與否的充要條件，也對 Lissajous 曲線的連續性質做了一些

研究，包括切線斜率、反曲點個數等。並將 Lissajous 曲線拓展到三維的情況，發現大部分的

情況下圖形是沒有二重點的封閉曲線，也得到了在固定頻率比的情況下，二維 Lissajous 曲線

相位差的改變即為三維 Lissajous 曲線在空間中旋轉的投影這一有趣結果。 

壹、 研究動機 

   國中時因為想自學三角函數，便買了一本書《數學女孩：圓圓的三角函數》，書中有提到，

兩個互相垂直的三角函數，其產生的軌跡即是利薩如曲線，當時就在心中埋下小小的種子。

很湊巧的，升高一的暑假作業，是這本書的讀書心得，重新拾起這本書，第二次閱讀，又是

另外一番滋味，在我們討論的過程中，也與利薩如曲線有了第二次的相遇，美麗的圖形吸引

了我們的目光，這次，我們不滿足於書中給的介紹，便在網路上進行了一些查詢，並一起討

論，發現利薩如曲線並不只是肉眼觸目所及的美，又若是三個互相垂直三角函數產生的軌跡

呢？其中還有許多奧妙正等待著我們去探索。 

貳、 研究目的 

(一) 什麼情況下 Lissajous 曲線會是重和的？ 

(二)   Lissajous 曲線的二重點(double point)個數。 

(三) 二維 Lissajous 的連續性質。 

(四) 三維 Lissajous 的性質討論。 

參、 研究設備及器材 
筆、紙、電腦  
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Lemma 1. 圖形








)cos(
)cos(

22

11

cty

ctx




有週期 r 若且唯若

2

1




為有理數。 

Lemma 2. 對所有頻率比為有理數的 Lissajous 曲線









)cos(
)cos(

:
22

11

cty

ctx




，亦可被表示

成








)cos(
)cos(

22

11

ctny

ctnx
， )2,0[ t 的形式(其中 21 nn、 是兩互質的整數)。

 

肆、 研究過程 

1 初步探討 

Definition 1. (二維)利薩如曲線(Lissajous curve)  

平面上以參數式








)cos(
)cos(

222

111

ctpy

ctpx




所定義的圖形稱為 Lissajous  curve，其中 21 pp、 、 21 、

為非 0 實數， Rcc 21、 。並稱 21 pp、 為振幅， 21 、 為頻率， 21 cc、 為起始相位，如圖(1)、(2)。 

由於振幅 21 pp、 只控制圖形在 yx、 方向上的縮放，故接下來我們只討論 121  pp ，形如









)cos(
)cos(

22

11

cty

ctx




 的 Lissajous 曲線。 

 
取 21 nn、 為 21 、 的最簡整數比，即可得到: 

 
此外我們還有 )'sin()'sin( 1111 ctnctn  ，而這只是對 x軸(或 y 軸)做對稱而已，故只需討論

21 nn、 為互質正整數的情況即可。 

Proof:令 
1

1'
n

c
tt  帶入即得證。 

Lemma 3. 對所有曲線









)cos(
)cos(

:
22

11

ctny

ctnx
，存在 )2,0[  使得  可被表示成










)cos(
)cos(

:
2

1'

tny

tnx
， )2,0[ t 的形式。 

圖(1) 圖(2) 
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※以下的討論皆為頻率比為有理數的曲線，為求方便，代表的是曲線








)cos(
)cos(

22

11

ctny

ctnx
。 

2 重合  

Definition 2. 重合: 

對以參數式定義的圖形








)(
)(
tyy

txx
，若存在 0t 使得對所有 t皆有









)()(
)()(

 
00

00

ttytty

ttxttx
，則稱此圖

形是重合的(當然， 0t 和 t需在定義域內)，並稱 0t 為端點參數。 

Proof:由定義知若圖形重合則存在 0t 使得對所有 Rt ， 









))(cos())(cos(
))(cos())(cos(

202202

101101

cttncttn

cttncttn
恆成立。 

考慮第一式有 ktncttncttn 22])([])([ 1101101  或 

            hctncttncttn 222])([])([ 101101101     (其中 Zhk、 ) 

顯然對所有 t，不可能


tn1 皆為整數，故只需考慮 hctn 222 101  的情況。 

原式等價於 ......(1)
222
222

2202

1101













hctn

hctn
 

......(2) 22222

2

22
0

1

11

n

ch
t

n

ch 






 

整理得 12211221 )(1
hnhncncn 


。 

顯然等式右邊為一整數，且由Be’zout Theorem 知等號右邊可取到所有整數(因為 21, nn 互質)，

故等號成立的充要條件即為 Zcncn  )(1
1221


。□ 

帶入即可證 0t 亦是端點參數。□ 

Theorem 1. 對








)cos(
)cos(

22

11

ctny

ctnx
，圖形是重合的充要條件為 )(1

1221 cncn 


為整數。且

有: 
(a)令 0t 為重合的端點參數，則有 0t 亦為端點參數。(當然，有 )2,0[00  tt、 ) 
(b) ))sin(),sin(( 202101 ctnctn  、 )))(sin(),)(sin(( 202101 ctnctn   為 ]1,1[]1,1[  的四

個頂點中相異的兩個。 
(c)只需考慮   00 , ttt 即可得到完整的圖形。 
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接下來要證明 0t 和 0t 對應到的頂點是不同的，我們有 









1)cos()cos(
1)cos()cos(

2202

1101





hctn

hctn
、









1))cos(())(cos(
1))cos(())(cos(

22202

11101





nhctn

nhctn
 

而 )(os hc 的取值為 1 或-1 則是由 h之奇偶性決定的。 

又顯然若 ),( 21 hh 和 ),( 2211 nhnh  之奇偶性完全一致則 21 nn、 皆為偶數，有公因數 2，矛盾。 

、))(os),(os( 202101 ctncctnc  )))((os),)((os( 202101 ctncctnc   是不同的頂點。□ 

最後，對所有   00 , ttt ，皆存在   000 ,2t' tttt 使得 









)'(os))(((os))(((os)(os
)'(os))(((os))(((os)(os

222002200222

111001100111

ctncctttncctttncctnc

ctncctttncctttncctnc
， 

故只需考慮   00 ,ttt 即可得到完整的圖形。□    

Corollary 1:無相位差的曲線








)(os
)(os

2

1

tncy

tncx
必是重合的。 

Proof:若 是重合的則由 Theorem 1.知，存在 Zkk 21、 使得 0
2

22

1

11 t
n

ck

n

ck





 
( 0t 為端點

參數)。令 0' ttt  帶入原式得 )'cos())'(cos()cos()( 1110111 ktncttnctntx  ， 

同理有 )'(os)( 22 ktncty  ，且因 ],[ 00  ttt ],0['  t ， 

所以也可表示成








)(os
)(os

22

11





ktncy

ktncx
， ],0[ t 的形式。  QED  

對所有頻率固定的圖形








)cos(
)cos(

2

1

tny

tnx
，顯然只需考慮 )2,0[   ，即可得到所有的圖形，但

其實這並不是他的最小週期，因此有了以下的性質：  

Theorem 2. 重合的曲線必可表示成








)(os
)(os

22

11





ktncy

ktncx
， ],0[ t 的形式。( Nkk 21, ) 

Proposition 1. 對所有的頻率比為
2

1

n

n
之曲線 ，都存在唯一的 ],0[

1
0

n


  使得其可表示

成








)cos(
)cos(

02

1

tny

tnx
的形式。 
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Proof:約定符號 0~  代表








)cos(
)cos(

2

1

tny

tnx
和









)cos(
)cos(

02

1

tny

tnx
有相同的圖形。 

不難驗證  k2~  ( Zk  )對所有恆成立。 

又參數值的平移，不影響其圖形，將 t =
1

0
2
n

k
t


 代入原式，得到













)2cos(

)cos()2cos(

1

2
02

11






n

kn
tny

tnktnx

和








)cos(
)cos(

2

1

tny

tnx
的圖形相同，故

1

22~
n

kn 
  。 

結合前面兩點可知
1

222~
n

hn
k


  對所有整數 hk, 皆成立，又 21 ,nn 為互質整數，故必存

在整數 ',' hk 使得
11

2 2'2'2
nn

hn
k


  (Bézout's Theorem) 

故
1

2~
n


  。( )2,0[),2,0[

1
0

n


  使得 0~  ) 

接著，令
1

0
2
n

k
tt


 代入，













)2cos()2cos(

)cos()2cos(

1

2
02

1

2
02

11









n

kn
tn

n

kn
tny

tnktnx

 




 
1

22~
n

kn
，同理可證 


 

1

2~
n

。

 

故 )2,[
11 nn


  ， ],0(2

11 nn





 且 


 

1

2~
n

， 

],0[),2,0[
1

0
n


  使得 0~   QED  

 

3 二重點 

Definition 3.二重點 (double point): 

曲線軌跡和它本身相交的點，且使得該曲線在那點有兩條斜率不同的切線。 

Theorem 3. 對不重合的 Lissajous 圖形 ，其共有 21212 nnnn  個二重點，且每個二重

點的兩不同參數值 t (模 2 )，皆為下列兩種形式之一: 

(I)
2

2

21

)(
n

c

n

h

n

k
t 


  ， }1,...,1,0{}1,...,2,1{),( 21  nnhk ，共有 )1( 12 nn 個二重點。 

(II)
1

1

21

)(
n

c

n

k

n

h
t 


  ， }1,...,1,0{}1,...,2,1{),( 12  nnhk ，共有 )1( 21 nn 個二重點。 
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Proof: 圖形有二重點，即為存在 )2(mod21 tt  使得








)cos()cos(
)cos()cos(

222212

121111

ctnctn

ctnctn
，等價於

















)'2...(22)2...(2

)'1...(22)1...(2

2

2

2

2
21

2

2
21

1

1

1

1
21

1

1
21

n

c

n

h
tt

n

k
tt

n

c

n

h
tt

n

k
tt





， Zhhkk 2121 、、、 。 

分成以下四種情況:  

(i)、(1)(2)同時成立， 
2

2

1

1
21

22
n

k

n

k
tt  :  

    我們有 2112 knkn  且 21 nn、 互質，故 11 | kn ，此時 )(2
1

1
21

n

k
tt  ，無解。 

(ii)、(1’)(2’)同時成立，
2

2

2

2

1

1

1

1
21

2222
n

c

n

h

n

c

n

h
tt   : 

    整理得 12211221 )(1
hnhncncn 


為一整數。故其是重和的。(由 Theorem 1.) 

(iii)、(1)(2’)同時成立， 
1

1
21

2
n

k
tt   

2

2

2

2
21

22
n

c

n

h
tt   : 

     解得 ))(,)((),(
2

2

2

2

1

1

2

2

2

2

1

1
21

n

c

n

h

n

k

n

c

n

h

n

k
tt 


  ， 

     因為 )()2()()2( tytytxtx    

 故只需考慮 }{\}12,......,2,1{ 111 nnk  、 }12,......,2,1,0{ 22  nh  

     而 1k 不能是 1n 的倍數理由同(i)。 

     令 }12,......,2,1{'},1,......,2,1{ 1111  nnnAnA  

       }12,......,1,{'},1,......,1,0{ 2222  nnnBnB  
     接下來要證明其實只要考慮 BAhk ),( 21 即可得到全部的二重點。 

     約定 ),( hkP 代表數對 ))(,)((
2

2

212

2

21 n

c

n

h

n

k

n

c

n

h

n

k



  ， 

         ),( hkQ 代表數對 ))(),)((
2

2

212

2

21 n

c

n

h

n

k

n

c

n

h

n

k



 ， 

    (III) BAnhnkBAhk  ),(,''),( 21 且 

       )(mod,(),( 21 nhnkPhkP   )2  

    (II) BAhnkBAhk  ),2(,'),( 1 且 

       )(mod,2(),( 1 hnkQhkP   )2  

圖(3) 
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    (IV) BAnhnkBAhk  ),(,'),( 21 且 

       )(mod,(),( 21 nhnkQhkP   )2 □ 

     接著要證對所有相異的 BAhkhk )','(),,( ， ),( hkP 和 )','( hkP 得到的二重點是不同的 

     令 ),(),( 21 tthkP  、 )','()','( 21 tthkP  ，其代表相同的二重點等價於  ', 11 tt 滿足(1)(2’) 

     或(1’)(2)或 )',( 21 tt 滿足(1)(2’)或(1’)(2) 

     )',( 11 tt 同時滿足(1)(2’) 
221121

2''2''
n

s

n

hh

n

kk

n

r

n

hh

n

kk











  

                           211 |2'|2,'','|2 nnkknkkhhkk  ，矛盾。 

     )',( 11 tt 同時滿足(1’)(2) 
1

1

2

2

21221

22'2'2''
n

c

n

c

n

hh

n

skk

n

r

n

hh

n

kk












  

                           ','|2 kkhh  Zcncn  )(1
1221


，重合。 

     )',( 21 tt 同時滿足(1)(2’)  
221221

2''2''
n

s

n

hh

n

kk

n

r

n

hh

n

kk











  

                            'kk  且 'hh  ，與相異的假設矛盾。 

     )',( 21 tt 同時滿足(1’)(2) 同 )',( 11 tt 同時滿足(1’)(2) 的情況。□ 

     故考慮 }1,......,1,0{}1,......,2,1{),( 2121  nnhk 恰可得到所有二重點，共 )1( 12 nn 個。 

(iv)、(1’)(2)同時成立，
1

1

1

1
21

22
n

c

n

h
tt      

2

2
21

2
n

k
tt  : 

     同(iii)可得 ))(,)((),(
1

1

2

2

1

1

1

1

2

2

1

1
21

n

c

n

k

n

h

n

c

n

k

n

h
tt 


  ， 

     考慮 }1,......,1,0{}1,......,2,1{),( 1212  nnhk 恰可得到所有二重點，共 )1( 21 nn 個。 

又在不重合的情況下(iii)、(iv)所得出的二重點是不會重複的，結合上述四種情況，即有一不

重合的 Lissajous 圖形有 21212 nnnn  個二重點，且每個二重點都擁有 2 個不同的參數值 (模

2 ) ，分別是 (I)
2

2

21

)(
n

c

n

h

n

k



 其中， }1,......,1,0{}1,......,2,1{),( 21  nnhk 或是 (II)

1

1

21

)(
n

c

n

k

n

h



  ，其中 }1,......,1,0{}1,......,2,1{),( 12  nnhk 。QED  

Theorem 4. 對重合的曲線








)(os
)(os

22

11





ktncy

ktncx
，其共有 )1)(1(

2
1

21  nn 個二重點，且每

個二重點皆擁有四個不同的參數值(模 2 )，分別是 )(
21 n

s

n

r 



，不妨假設 1n 是奇數，則

其中 }1,...2,1{}
2

1,...,2,1{),( 2
1 


 n
n

sr 。 
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Proof:類似 Theorem 3.地有

















)'2...(2)2...(2

)'1...(2)1...(2

2

2
21

2

2
21

1

1
21

1

1
21

n

s
tt

n

r
tt

n

s
tt

n

r
tt





，其中 Z2121 ssrr 、、、  

同樣的分成四種情況討論: 

(i)、(1)(2)同時成立，
2

2

1

1
21

22
n

r

n

r
tt


 :無解(同 Theorem 3. (i))。 

(ii)、(1’)(2’)同時成立，
2

2

1

1
21

22
n

s

n

s
tt


 ,| 11 sn Zmmtt  ,221  ，故對所有參數值 t，

t 所代表的點和 t相同，但微分可得在 t處和在 1t 處的切線斜率是相同的，故不是二重點。 

(iii)、(1)(2’)同時成立，
2

2
21

1

1
21

22
n

s
tt

n

r
tt


 : 

     解得  )()(
2

2

1

1
2

2

2

1

1
1

n

s

n

r
t

n

s

n

r
t 


 、 ， 

     類似 Theorem 3.知只需考慮 }1,...2,1{}1,...,2,1{),( 2121  nnsr 即可得到所有二重點。 

     但在重合的情況下，尚須考慮 t、 tm 2 ( m是整數)代表的是同一點這一事實。 

     約定 ),( srP 代表數對 ))(,)((
2121


n

s

n

r

n

s

n

r



 ， 

     令 ),(),( 21 ttsrP  、 )','()','( 21 ttsrP  ，其中 }1,...,2,1{', 1  nrr 、 }1,...,1,0{', 2  nss  

     若  m
n

ss

n

rr
tt 2)''(

21
21 





 ，則考慮 ',,', ssrr 的範圍可得 1m ， 

       故 2112 2)'()'( nnssnrrn  ， '|1 rrn  21 ',' nssnrr  。 

     若  m
n

ss

n

rr
tt 2)''('

21
21 





 ，則考慮 ',,', ssrr 的範圍可得 10m ， 

        0m )'()'( 12 ssnrrn  rrn '|, 1 0','  ssrr ，無解。 

        1m 2112 2)'()'( nnssnrrn  rrn '|, 1 22',' nssrr  ，無解。 

故對所有屬於 }1,...2,1{}1,...,2,1{ 21  nn (圖(3)之(I))中的數對 ),( sr ，僅有 ),( 21 snrn  與其

代表的點是相同的，其幾何意義即為 ),( sr 對 )
2

,
2

( 21 nn 的對稱點，由於 21, nn 互質，其中必有一

個不是偶數，不妨令 1n 是奇數，則 }1,...2,1{}
2

1,...,2,1{ 2
1 


n
n 滿足其所有點對 )

2
,

2
( 21 nn 對稱後

會洽會完全落在另一半( }1,...2,1{}1,...,
2

3,
2

1{ 21
11 


nn
nn )裡，故裡頭的所有點恰好對應到
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一個重和 Lissajous 曲線的二重點，共有 )1)(1(
2
1

21  nn 個。 

 (iv)、(1’)(2)同時成立，
2

2
21

1

1
21

22
n

r
tt

n

s
tt


 : 

      同(iii)有  )()(
2

2

1

1
2

2

2

1

1
1

n

r

n

s
t

n

r

n

s
t


 、 ，令 yrxs  21 , 即有 

      ))(,)((),(
2121

21 
n

y

n

x

n

y

n

x
tt


 ，對照(iii)中的解 ))(,)(()','(

2121
21 

n

y

n

x

n

y

n

x
tt 


  

      (令 ysxr  21 , )即有 0',' 2211  tttt ，故其代表的是同一二重點。 

結合上述四種情況，一重和 Lissajous 曲線共有 )1)(1(
2
1

21  nn 個二重點，且每個二重點都擁

有 4 個不同的參數值(模 2 )，分別是  )(,)(,)(,)(
21212121 n

s

n

r

n

s

n

r

n

s

n

r

n

s

n

r 






 ，其中

}1,...2,1{}
2

1,...,2,1{),( 2
1 


 n
n

sr (假設 1n 是奇數)。QED  

4 分割區塊數 

Proof:運用歐拉定理 2 fev ，其中 v為頂點數、 e為邊數、 f 為平面分割數。 

先證明不重合的情況(如圖(5))，由 Theorem 1.的內容反推可得到重合與通過 12 2121  nnnn

的頂點是等價的。所以不重合時 [-1,1][-1,1] 的頂點不在上。 

考慮與 1x 的交點， 

)2,0[
1

11 





 t
n

ck
t  


1

11
1 2 c

nk
c

 ，這樣的 1k 有 12n 個， 

且這 12n 個 1k 所得到的交點皆是不同的。 

同理與 1y 會有 22n 個交點。 

 和 12 2121  nnnn 四條邊界的交點數總共有 21 22 nn  個(不妨稱其為「邊點」)。由 Theorem 

3.知本身有 21212 nnnn  個二重點，再加上 12 2121  nnnn 的 4 頂點得 42 2121  nnnnv 。 

而圖中每個頂點(4 個)以外的點都接了 4 條線，每條不以頂點為端點的邊都有 2 個端點，而 

Theorem 5. 若圖形不重合，則其將 [-1,1][-1,1] 分割成 12 2121  nnnn 塊區域。 

若圖形重合，則其將 [-1,1][-1,1] 分割成 )1)(1(
2
1

21  nn 塊區域。 

圖(5) 



   

10 
 

以頂點為端點的邊共有 8 條，故其總邊數 42248
2

8)4(2
2121

2121 


 nnnn
nnnn

e 。 

由歐拉定理得將 12 2121  nnnn 分割出的區塊個數為 

11  vef 121)42(4224 212121212121  nnnnnnnnnnnn 。□ 

至於重合的情況(如圖(6)) 

討論








)(os
)(os

22

11





ktncy

ktncx
與 1x 的交點， 

],0[
1

1 


 t
n

h
t  

110 nh 
 

1k 有 11 n 個解，且這 11 n 個解所對應到的交點亦是不同的。 

同理有和 1y 的交點有 12 n 個。 

但當 11 0 nh  時對應到的點會是 12 2121  nnnn 的頂點， 

所以和 1x 、 1y 的交點個數應為 2121 2)1()1( nnnn  個。 

經由類似的討論可以得到: 5)(
2
12)1)(1(

2
1)( 21212121  nnnnnnnnv  

                        210
2

103)(
2
14

2121

2121




 nnnn

nnnn

e  

11  vef )1)(1(
2
11)(

2
1

212121  nnnnnn 。□ 

5  Lissajous 曲線的一些連續性質 

Proof:微分可得 在 t處切線斜率為
)sin(
)sin(

111

222

ctnn

ctnn




，先證不重合的情況，Theorem3.之(I)中 

二重點的兩參數值為 )))(,)((),(
2

2

212

2

21
21

n

c

n

h

n

k

n

c

n

h

n

k
tt   ，令 21 mm、 代表兩切線斜率， 

代入得 ),( 21 mm )
))cos((

))cos((
,

))cos((

))cos((
(

1
2

21

2

1
1

1

2
2

1
2

21

2

1
1

1

2
2

c
n

cn
h

n

n
kn

hk
n

n
n

c
n

cn
h

n

n
kn

hk
n

n
n

















 

21 mm   

Theorem 6. 曲線上所有二重點之兩切線斜率等值異號。 

圖(6) 

，而(II)和重合情況同理可證。 QED  
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Proof:對一二維參數曲線，其在 t處的曲率為
2
3

22 )))(')('(

)(')('')(')(''

txty

tytxtxty




，計算即可得□ 

 

另一我們欲探討的主題為反曲點，由 Theorem 7.，不難算出  在 t 處的二階導數為

))sin()cos()cos()sin((
)(sin 2211122112

11
2

1

2 ctnctnnctnctnn
ctnn

n



。 

又 ))sin()sin((
2
1)sin()cos()cos()sin( 2211122112   AtBBtActnctnnctnctnn  

其中 21212121 ,,, ccccnnBnnA   ，令 )sin()sin()(   AtBBtAtd 。 

 0)( td 為反曲點之參數須滿足的必要條件。 

又若 d 與 x軸相切在某處，則存在 0t 使得 0)(')( 00  tdtd ， 

))cos()(cos()('   AtBtABtd )cos()cos( 00   AtBt  

)sin()sin( 00   AtBt ，與 0)( 0 td 矛盾。 

故 0)( td 即為該點是反曲點條之充要條件。 

Proof: BA  時顯然是對的，不妨假設 BA  。 

考慮 )sin()(  BxAxf 和 )sin()(  AxBxg 兩圖形的交點。 

顯然 Bxg )( ，故交點必發生在 Bxf )( 之處。 

)arcsin)12((1)arcsin2(1)(
A

B
h

BA

B
k

B
xBxf    

)arcsin)12((1)arcsin2(1)(
A

B
h

BA

B
k

B
xBxf    

Theorem 7. 曲線在 t處的曲率為 

2
3

22
22

211
22

1

21212121212121

))(sin)(sin(2

)))(sin((())sin(()(

ctnnctnn

cctnnnncctnnnnnn





。 

Lemma 4. 0)sin()sin(   AxBBxA 在 )2,0[  的區間內有 ),min(2 BA 個解。 
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接下來我們要證明對所有整數 k， )]arcsin2(1),arcsin2(1[
A

B
k

BA

B
k

B
x   ( f 的遞增

部分，接下來稱它為 f )時，
 

f 和 g 有且僅有一個交點。(遞減部分同理可證)。 

令

)arcsin2(1),arcsin2(1
A

B
k

B
b

A

B
k

B
a   ， )()(),()( bgBbfagBaf    

又 f 和 g 皆為連續的，故其在 ],[ ba 間的交點個數必為奇數個，兩等號不可能同時成立(因為

10 
A

B
且 xsin 在 ]

2
,0[ 

上是凹的，所以可推出 g
A

B

B
ab  arcsin2

的半周期
A


)。 

假設 pxgxf  )()( 21  ，則
















A

h

B

p

AA

k

B

p

A
x

B

h

A

p

BB

k

A

p

B
x













)12())((arcsin12))((arcsin1

)12())arcsin((12))((arcsin1

2

1

 

2

1 1)cos(arcsin)(' 









A

p
AB

A

p
ABxf 、

2

2 1)(' 









B

p
ABxg 。 

將 f 和 g 對 xy  鏡射得到的圖形稱為 0f 和 0g ( f

對 xy  鏡射變換後稱為 0f )，由上述知當 0f 上 x座

標相同的 點其切 線斜率 的絕 對值樣 的 定義

圖(7) 

圖(9) 

圖(8) 



   

13 
 

2

1

1)(













B

p
AB

xG ，由 BA  的假 

設可知，對所有 x皆有 )()( xGxF  。 

又由於 g
A

B

B
ab  arcsin2

的半周期
A


，所以可照 0f 與 0g 的相對關係分成以下三種情況: 

 

 

(1)存在整數 k 使得 a
k

A


 )
2

14(1
 b

k

A



 )

2
34(1

  

( f 之 y 座標完全落在某一 0g 的遞減段之 y 座標中)，此時 f

是遞增的，與該遞減部分顯然只有一交點。 

 

 

 

 

(2)存在整數 k 使得 a
k

A


 )
2

14(1
 b

k

A



 )

2
14(1

  

( f 之 y 座標完全落在某一 0g 的遞增段之 y 座標中)，此時該

遞增部分在 x處之斜率即為 )(xG ， f 在 x處之斜率為 )(xF ，

由 )()( xFxG  可知 f 和 0g 只會有一交點。 

 

 

(3)非上述兩種情況，即為 f 橫跨了 0g 的遞增段和遞減段，顯

然 f 和遞減段必有一交點，若 f 和遞增段必是兩個以上(因

為總交點數為奇數)，與(2)同理可知這是不可能的，故此情況

下 f 和 0g 亦只有一交點 

圖(10) 

圖(11) 

圖(12) 
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Theorem 9. Lissajous 曲線
















)cos(
)cos(

)cos(
:

33

22

11

ctnz

ctny

ctnx

是重合的若且唯若 ),(1
2112 cncn 



)(1),(1
13313223 cncncncn 


皆為整數。另外，其必可表示成















)cos(
)cos(

)cos(

33

22

11







ktnz

ktny

ktnx

的形式。 

Lemma 5.  Lissajous 曲線














)cos(
)cos(

)cos(

33

22

11

ctz

cty

ctx







有週期若且唯若
3

2

2

1








、 皆為有理數。 

故 f 的每段遞增部分(或遞減部分)與 g 皆有且僅有一個交點。□ 

又 f 在 )2,0[  區間總共有 B2 個半周期，且 f 和 g 皆以 )2,0[  為週期，故在 )2,0[  的區間內

0)sin()sin(   AxBBxA 的解共有 ),min(2 BA 個。             QED  

Proof: 只證明重合的情況，假設可被表示為








)(os
)(os

22

11





ktncy

ktncx
， Zkk 21, 。 

延續 Lemma 4.可知其反曲點判別式 ))(sin())(sin()( 2121  kkAtBkkBtAtd  ， 

0)()0(  dd ，但 ,0 此時皆為的端點參數，不能算是反曲點。又僅需考慮 ],0[ t 的情

況，扣掉 ,0 故其共有 121  nn 個反曲點。 

6 空間中的 Lissajous 

Definition 4. (三維)利薩如曲線(Lissajous  curve): 

空間中以參數式














)cos(
)cos(

)cos(

333

222

111

ctpz

ctpy

ctpx







所定義的圖形，振幅、頻率和起始相位同 Definition 1.。 

Lemma 1.稍稍延伸其可得到: 

類似 Lemma 2、3.知有周期時只需討論














)cos(
)cos(

)cos(

33

22

11

ctnz

ctny

ctnx

， )2,0[ t ，其中 321 nnn 、、 為互質

正整數。 

Theorem 8.若為不重合的則其有 212 nn  個反曲點；若為重合的則有 121  nn 個反

曲點。 
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Proof:必要性與 Theorem 1、2.是類似的，

接 下 來 證 明 充 分 性 ， 假 設















)3...(
)2...(

)1...(

31331

23223

12112







kcncn

kcncn

kcncn

(其中 Zkkk 321 ,, )，

欲證對任意整數 321 ,, kkk ，皆存在整數

321 ,, hhh 滿足














)'3...(
)'2...(

)'1...(

31331

23223

12112

khnhn

khnhn

khnhn

。 

由(1)(2)(3)可得 321 ,, kkk 必滿足 0322113  knknkn )(mod0 22113 nknkn  ，故(1’)(2’)同時

成 立 時 有 解 的 ( )(mod 22123113 nknhnnkn  有 解 ) ， 而 至 於 (3’) ， 我 們 有

3
2

2113

2

3223121123
1331

)()(
k

n

knkn

n

hnhnnhnhnn
hnhn 





 ，故(1’)(2’)成立則(3’)成立。□ 

Proof : 有二重點，等價於存在 )2(mod21 tt  使得














)()(
)()(
)()(

21

21

21

tztz

tyty

txtx

，即為






















)'3......(
22

)3......(
2

)'2......(22)2......(2

)'1......(22)1......(2

3

3

3

3
21

3

3
21

2

2

2

2
21

2

2
21

1

1

1

1
21

1

1
21

n

c

n

h
tt

n

k
tt

n

c

n

h
tt

n

k
tt

n

c

n

h
tt

n

k
tt







，其中 Zhhhkkk 321321 、、、、、 。 

顯然(1)(2)(3)、(1’)(2’)(3’)這兩種情況皆不會有二重點(前者是因 1)gcd( 321 nnn 、、 故無解，後

者的解則是 t和 t ，切線一樣故並非二重點)，故只需討論(1)(2)(3’)、(1’)(2’)(3)兩種情況(其

他是對稱的)。 

圖(13) 

Theorem 10. 對 Lissajous 曲線
















)cos(
)cos(

)cos(
:

33

22

11

ctnz

ctny

ctnx

， )2,0[ t ，其圖形有二重點必要

條件是下列兩者至少有一者成立: 
(a) 321 nnn 、、 中有兩者不互質。 

(b) ),(1
2112 cncn 


)(1),(1

13313223 cncncncn 


三者中至少有一者為整數。 
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(a) 若(1)(2)(3’)同時成立，則有
3

3

3

3
21

2

2

1

1
21

22,22
n

c

n

h
tt

n

k

n

k
tt   : 

顯然有解的必要條件是 1)gcd( 21  dnn、 ，此時 })1(,...,2,{ 111
1

d

nd

d

n

d

n
k


 。 

解聯立得 ))(,)((),(
3

3

3

3

1

1

3

3

3

3

1

1
21

n

c

n

h

n

k

n

c

n

h

n

k
tt 


  ，結合 Theorem 3. 知只需考慮

}1,...,1,0{},)1(,...,2,{ 33
111

1 


 nh
d

nd

d

n

d

n
k 即可得到滿足 (1)(2)(3’)的所有二重點，有

3)1( nd  個。(1)(2’)(3)、(1’)(2)(3)同理。故 321 nnn 、、 中有兩者不互質圖形必有二重點。 

(b) 若(1’)(2’)(3)同時成立，則有
2

2

2

2

1

1

1

1
21

3

3
21

2222,2
n

c

n

h

n

c

n

h
tt

n

k
tt   ，此時有解的

必 要 條 件 是 Zmcncnhnhn  )(1
21122112


。 且 若 存 在 整 數 yx, 使 得

)(1
211212 cncnynxn 


(等價於 )(1|),gcd( 211221 cncndnn 


)，則 1h 的在模 1n 的完全剩

餘系中恰有 d 個解，解得 ))(,)((),(
1

1

3

3

1

1

1

1

3

3

1

1
21

n

c

n

k

n

h

n

c

n

k

n

h
tt 


  ，結合 Theorem 3.知

只需考慮 }|{}1,...,1,0{},1,...,2,1{ 121133 mynxnxnhnk  即可得到滿足(1)(2)(3’)的

所有二重點，共有 )1( 3 nd 個。 

故圖形有二重點的必要條件是(a)(b)中至少一個是對的。QED  

 

 

 

 

 

 

 

 

上述的定理也說明了: 

(1)(2)(3’)成立的必要條件是 1),gcd( 321  dnn ，此條件下的二重點具有
3

3

31

)(
n

c

n

h

n

k
t 


  的

形式，其中 }1,...,1,0{},)1(,...,2,{ 3
3

13

3

1

3

1 


 nh
d

nd

d

n

d

n
k ，共有 )1( 33 dn 個。 

(a) (b) 

圖(14) 圖(15) 
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 (1’)(2’)(3)成立的必要條件是存在整數 yx, 使得 ynxncncn 211221 )(1



(換句話說即為

mdZmcncn |)(1
31221 


)此條件下的二重點具有

1

1

31

)(
n

c

n

k

n

h
t 


  的形式，其中

}|{}1,...,1,0{},1,...,2,1{ 12113 mynxnxnhnk  ，共有 )1( 33 nd 個。 

Proof:延續 Theorem 10.的符號，當 )'3)('2)(1( 同時成立時，二重點參數對 ),( 21 tt 滿足 

3

3

3

3

2

2

2

2
21

2222
n

c

n

h

n

c

n

h
tt    

1

1
21

2
n

k
tt  ，令

3

33

2

22
0

n

ch

n

ch
t








， 0' ttt 

帶入

即可得證， )'3)(2)('1( 、 )3)('2)('1( 同理可證。  QED  

 

我們已經知道了單一條件下(如(1)(2)(3’)) 三維 Lissajous 的二重點個數，接下來要求總數，必

須考慮他們的交集的解。令 ),gcd(),,gcd(),,gcd( 213132321 nndnndnnd  : 

(a)(a):無解 

若存在 21, tt 同時滿足(1)(2)(3’),(1)(2’)(3)，則 
3

3

2

2

1

1
21

222
n

k

n

k

n

k
tt  ，故 1

2

1
1

3

1 || k
d

n
k

d

n
  

1
2

1

3

1

32

1 |),(
),gcd(

k
d

n

d

n
lcm

dd

n
 ，但 32 ,dd 是互質的，故

11 | kn ，不是二重點。 

(a)(b)-1:無解 

若存在 21, tt 同時滿足(1)(2)(3’),(1’)(2’)(3)，則 
3

3

2

2

1

1
21

222
n

k

n

k

n

k
tt  ，同上。 

(a)(b)-2: )1( 31 dd  

若 存 在 21, tt 同 時 滿 足 (1)(2)(3’),(1)(2’)(3’) ， 則  可 被 表 示 為














)cos(
)cos(

)cos(

33

22

1







mtnz

mtny

tnx

Theorem 11. 對頻率兩兩互質的曲線
















)cos(
)cos(

)cos(
:

33

22

11

ctnz

ctny

ctnx

， )2,0[ t ，若圖形有二重點

則 可被表示成














































)cos(
)cos(

)cos(

)cos(
)cos(

)cos(

)cos(
)cos(

)cos(

3

22

11

23

2

11

23

12

1



















tnz

ktny

ktnx

ktnz

tny

ktnx

ktnz

ktny

tnx

的形式，其中

21,kk 為整數。 (即為對 ,,, xzzyyx  其中一平面的投影是重合的) 
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Theorem 12. 二維的Lissajous 









)cos(
)(cos

:
2

1

tny

tnnx
為三維的Lissajous 

















)sin(
)cos(
)cos(

:

2

2

1

tnz

tny

tnx

x

在空間中以 x軸為逆軸順時針(由正向看往原點)旋轉  (弧度)後對 yx  平面的投影；亦為

















)sin(
)cos(
)cos(

:

1

2

1

tnz

tny

tnx

y 在空間中以 y 軸為轉軸逆時針(由正向看往原點)旋轉 
2

1

n

n  (弧度)後對

平面的投影。 


3

3

2

2
21

2

2

1

1
21

22,22
n

h

n

h
tt

n

k

n

k
tt  ，故 2

1

2
1

3

1 |,| h
d

n
k

d

n
，又只需考慮 },1,...,2,1{ 11  nk

}1,...,1,0{ 22  nh 即可得到全部的二重點，故總數為 )1( 31 dd 。 

(b)(b): 無解 

若存在 21, tt 同時滿足(1’)(2)(3’),(1)(2’)(3’)，則
3

3

3

3

2

2

2

2

1

1

1

1
21

222222
n

c

n

h

n

c

n

h

n

c

n

h
tt   ，

故 是重合的，可被表示為














)cos(
)cos(

)cos(

33

22

11







mtnz

mtny

mtnx

，故 
3

3

2

2

1

1
21

222
n

h

n

h

n

h
tt  ，同(a)(a)

這是無解的。 

()()(): 無解 

若存在 21, tt 同時滿足三組以上的條件，則其中必有兩個(a)或(b)，故一定是無解的。 

 

上述幾點再結合排容原理，即可求出任一不重合的三維 Lissajous 的二重點個數了。 

Proof: 令 ))cos(),sin(),(sin( 221 tntntnP 為 x 上的點，以 x軸為轉軸順時針(由正向看往原點)後

之 'P 座標為































































cos)sin(sin)cos(
sin)sin(cos)cos(

)cos(

)sin(
)cos(
)cos(

cossin0
sincos0
001

22

22

1

2

2

1

tntn

tntn

tn

tn

tn

tn

 

                                   




















)sin(
)cos(

)cos(

2

2

1





tn

tn

tn
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Theorem 13. 對不重合的二維 Lissajous 









)cos(
)cos(

:
2

1

tny

tnx
，

















)sin(
)cos(
)cos(

:

2

2

1

tnz

tny

tnx

x 本身在

空間中的二重點旋轉後的投影，會是的(II)型二重點；
















)sin(
)cos(
)cos(

:

1

2

1

tnz

tny

tnx

y 本身在空間中的

自交點旋轉後的投影，會是的(I)型二重點。(指 Theorem 3.中的(I)、(II)型) 
 
 

三維的 Lissajous 在空間中以 軸為轉軸順時針(由正向看往原點)旋轉  

(弧度)後對 平面的投影。 
 

其對 yx  平面的投影的即為 ))cos(),(cos( 21 tntn ，故是 x 對 yx  平面的投影。 

平移參數後得亦可表示成












)cos(

)cos(

2

2

1
1

tny

n

n
tnx 

，同上述作法即得證。  QED  

 

 

Proof: x 旋轉後的參數式為














)sin(
)cos(

)cos(

2

2

1





tnz

tny

tnx

，由 Theorem 10.(a)知其是有二重點的， 

又由 Theorem 3.知的二重點參數值為下列兩種形式之一: 

(I)  
1

1
21

2
n

k
tt  

22

2
21

22
nn

h
tt


   

(II) 
1

1
21

2
n

h
tt     

2

2
21

2
n

k
tt   

他是 x 二重點的投影若且唯若其滿足 )sin()sin( 2212   tntn ，等價於

 

2
21

2
21

2)12(2
n

m
tt

n

m
tt

 
  

故只有(II)中的參數對會是 x 的二重點旋轉後的投影，(I)中的參數對皆不是 x 的二重點。 

對 y 同理可證。  QED  
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Theorem 14. 對重合的二維 Lissajous 









)cos(
)cos(

:
2

1

tny

tnx
，

 
















)sin(
)cos(
)cos(

:

2

2

1

tnz

tny

tnx

x 本身在空

間中的二重點旋轉後的投影，就是的所有二重點；
















)sin(
)cos(
)cos(

:

1

2

1

tnz

tny

tnx

y 亦是。 

 

Proof: x 旋轉後的參數式為














)sin(
)cos(

)cos(

2

2

1





tnz

tny

tnx

，由 Theorem 10.(a)知其是有二重點的， 

由 Theorem 1.知存在整數 21 ,kk 滿足 0
2

2

1

1 t
n

k

n

k






，由 Theorem 4.知 1 經過 0' ttt  平移變

成








)'cos(
)'cos(

22

11





ktny

ktnx
之後的二重點參數值為下列兩種形式之一: 

(I) ))(,)((),(
2121

21 
n

s

n

r

n

s

n

r
tt   

(II) ))(,)((),(
2121

21 
n

r

n

s

n

r

n

s
tt   

故








)cos(
)cos(

2

1

tny

tnx
之二重點為下列兩種形式之一: 

(I) ))(,)((),( 0
21

0
21

21 t
n

s

n

r
t

n

s

n

r
tt    

(II) ))(,)((),( 0
21

0
21

21 t
n

r

n

s
t

n

r

n

s
tt    

但由於 0t 是端點參數，由 Theorem 1.知 ))(,)(()','( 0
21

0
21

21 t
n

s

n

r
t

n

s

n

r
tt   與和(I)

中的 ))(,)((),( 0
21

0
21

21 t
n

s

n

r
t

n

s

n

r
tt   代表的是同一二重點(由重合的定義)， 

(I)型的參數對
2

21
2'
n

s
tt


 ，故 )'sin()sin( 2212   tntn

  

  (I)型的二重點皆會是 x 的二重點的投影，(II)型同理可證。 

對
















)sin(
)cos(
)cos(

:

1

2

1

tnz

tny

tnx

y 亦是如此。  QED  
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伍、 研究結果 
以下的 \32121 kkknn 、、、、 皆為正整數。 

․對二維的 Lissajous 曲線









)cos(
)cos(

:
22

11
1

ctny

ctnx  : 

1.圖形重合的充要條件為 Zcncn  )(1
1221


。且其必可被表示成









)cos(
)cos(

22

11





ktny

ktnx
， ],0[ t  

  的形式，此時 、0 為其端點參數。 

2. 對所有的圖 形









)cos(
)cos(

:
22

11

ctny

ctnx
，都存在唯一 的 ],0[

1
0

n


  使得  可表示成









) cos(
) cos(

02

1

tny

tnx
的形式。 

3. (a) 若圖形不重合，則其每個二重點擁兩個不同的參數值，必是下列兩種形式之一: 

     (I)
2

2

21

)(
n

c

n

h

n

k
t 


  ， 

       其中 }1,......,1,0{}1,......,2,1{),( 21  nnhk ， 

       共有 )1( 12 nn 組解。 

    (II)
1

1

21

)(
n

c

n

k

n

h
t 


  ， 

       其中 }1,......,1,0{}1......,2,1{),( 12  nnhk ， 

       共有 )1( 21 nn 組解。 

    故總二重點個數為 21212 nnnn  ，且其將 [-1,1][-1,1] 分割成 12 2121  nnnn 塊區域。 

  (b) 若圖形重合，則其每個二重點擁有四個不同的參數值:(假設 1n 為奇數) 

     )(
21 n

h

n

k
t





 ，其中 }1,......,1{}

2
1,......,2,1{),( 2

1 


 n
n

hk ， 

     故總二重點個數為 )1)(1(
2
1

21  nn ，且其將 [-1,1][-1,1] 分割成 )1)(1(
2
1

21  nn 塊區域。 

4.二重點的兩切線斜率等值異號。若圖形不重合則其有 212 nn  個反曲點；若圖形重合則其 

有 121  nn 個反曲點。 

․對三維的 Lissajous 曲線
















)cos(
)cos(

)cos(
:

33

22

11

2

ctnz

ctny

ctnx

: 
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5.圖形是重合的充要條件為


133132232112 cncncncncncn 
、、 皆為整數，且其必可被表示成















)cos(
)cos(

)cos(

33

22

11







ktnz

ktny

ktnx

， ],0[ t 的形式，此時 、0 為其端點參數。 

6. 圖形有二重點的必要條件是下列兩者至少有一者成立: 

(a) 321 nnn 、、 三者中有兩者不互質。 

(b)


133132232112 cncncncncncn 
、、 三者中至少有一者為整數。 

7. 






















)'3......(
22

)3......(
2

)'2......(22)2......(2

)'1......(22)1.......(2

3

3

3

3
21

3

3
21

2

2

2

2
21

2

2
21

1

1

1

1
21

1

1
21

n

c

n

h
tt

n

k
tt

n

c

n

h
tt

n

k
tt

n

c

n

h
tt

n

k
tt







:排容原理 

◎(1)(2)(3’)成立的必要條件是 1),gcd( 321  dnn ，此條件下的二重點具有
3

3

31

)(
n

c

n

h

n

k
t 


 

的形式，其中 }1,...,1,0{},)1(,...,2,{ 3
3

13

3

1

3

1 


 nh
d

nd

d

n

d

n
k ，共有 )1( 33 dn 個。 

◎(1’)(2’)(3)成立的必要條件是存在整數 yx, 使得 ynxncncn 211221 )(1



(換句話說即為

mdZmcncn |)(1
31221 


)此條件下的二重點具有

1

1

31

)(
n

c

n

k

n

h
t 


  的形式，其中

}|{}1,...,1,0{},1,...,2,1{ 12113 mynxnxnhnk  ，共有 )1( 33 nd 個。 

◎兩組以上條件同時成立的話，只有(1)(2)(3’),(1)(2’)(3’)這種情況有解，解數為 )1( 31 dd ；其

餘都是無解的 

8. 









)cos(
)cos(

:
2

1

tny

tnx
為

















)sin(
)cos(
)cos(

:

2

2

1

tnz

tny

tnx

x
在空間中以 x 軸為轉軸逆時針(由正向看往原點)旋

轉後對 yx  平面的投影；亦為
















)sin(
)cos(
)cos(

:

1

2

1

tnz

tny

tnx

y 在空間中以 y 軸為轉軸逆時針(由正向看往
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圖(16) 

原點)旋轉 
2

1

n

n
 (弧度)後對 yx  平面的投影。 

9.延續上述 8.之符號:  

(a)若不重合，則 x 本身在空間中的二重點旋轉後的投影，會是 















)sin(
)cos(
)cos(

:

1

2

1

tnz

tny

tnx

y 的(II)型二重點； y 本身

在空間中的二重點旋轉後的投影，會是 















)sin(
)cos(
)cos(

:

1

2

1

tnz

tny

tnx

y 的(I)型二重點。(指 Theorem 3.中的(I)、(II)型)。 

(b) 若重合，則 x 本身在空間中的二重點旋轉後的投影，就是 















)sin(
)cos(
)cos(

:

1

2

1

tnz

tny

tnx

y 的所有二重點； y 亦是。 

陸、 討論 

․對於二維 Lissajous 圖形的二重點，我們將其分為兩種類型

(Theorem 3.)，並也得出了(不重合時)兩種類形分別的個數，此外還

發現符合 Theorem 3.之(I)的二重點( )1( 12 nn 個)會分布在 11 n 條水

平線上，每條上有 2n 個，同樣的符合 Theorem 3.之(II) 的二重點

( )1( 21 nn 個)會分布在 12 n 條鉛直線上，每條上有 1n 個(如圖(16))。

有趣的是當圖形隨著相位差變化旋轉時(Theorem 13.)，這 11 n 條水

平線、 12 n 條鉛直線是固定不動的，換句話說，當頻率比不變時，

相位差的改變不影響(I)類二重點的 y 座標，亦不影響(II)類二重點的

x 座標(從 Theorem 3.之二重點的參數值便可看出這點)。 

․而在討論二重點的過程中，發現了在某些條件下的 Lissajous 曲 

會是重合的──「會打到 ]1,1[]1,1[  的一個頂點並原路返回」──，

於是我們也得出了重合時的充要條件 (Theorem 1.)(這條件是代數上

的，幾何上的重合等價於其通過 ]1,1[]1,1[  四頂點中的兩個)，並由

Theorem 2.知其可被表示成








)cos(
)cos(

22

11





ktny

ktnx
， ],0[ t 的形式。此

時由三角函數的週期性知只需考慮 }1,0{21 kk、 四種情況，注意到  0,0),( 21 nn (這裡的相等代

表對 2 同餘)，且








)cos(
)cos(

2

1

tny

tnx
和









)cos(
)cos(

22

11





ntny

ntnx
代表的是同一曲線(令 'tt   帶入前者即

可知)同理有








)cos(
)cos(

22

11





tny

tnx
和









))(cos(
))(cos(

222

111





ntny

ntnx
也是與前者相異的同一曲線(其中

)0,0(),( 21  且 ),(),( 2121 nn )，且 )0,0( 、 ),( 21 nn 、 ),( 21  、 ),( 2211   nn 的兩兩相異，



   

24 
 

圖(17) 

圖(18) 

圖(19) 
)0,0(),( 21 kk         )1,0(),(),( 2121  nnkk       )1,1(),( 21 kk      )0,1()1,1(),( 2121   nnkk  

恰為 }1,0{21 kk、 的四種情況，故頻率比固定的情況下，重合的圖形只會有兩種。 

(i)若  1,1),( 21 nn ，則圖形的端點會是 ]1,1[]1,1[  中相對的兩個頂點，且第二類重合圖形為   

  第一類對 x 軸或 y 軸的鏡像，如圖(17)。 

 
)0,0(),( 21 kk     )1,1(),(),( 2121  nnkk        )1,0(),( 21 kk      )0,1()1,0(),( 2121   nnkk  

 
(ii)若  0,1),( 21 nn ，則圖形的端點會是 ]1,1[]1,1[  中兩個在 x 軸同側的頂點，且第二類重 

   合圖形為的第一類對 x 軸的鏡像，如圖(18)。 

 
)0,0(),( 21 kk            )0,1(),(),( 2121  nnkk   )1,0(),( 21 kk       )1,1()1,0(),( 2121   nnkk  

 
(iii)若  1,0),( 21 nn ，則圖形的端點會是 ]1,1[]1,1[  中兩個在 y 軸同側的頂點，且第二類重

合圖形為的第一類對 y 軸的鏡像，如圖(19)。 
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我們也利用類似的方法求出了重合時二重點的個數，符合 Theorem 4.之(I)的二重點

( )1
2

)(
2

( 12
2 


















nn
n 個)會分布在 1

2
1 






n
條水平線上，每條上有 










2
2

2
n

n 個，同樣的符合

Theorem 4.之(II) 的二重點( )1
2

)(
2

( 21
1 


















nn
n 個)會分布在條鉛直線上，每條上有 










2
1

1
n

n

個。 

․在做連續性的研究時，我們原先也想做曲線長的計算，對









)cos(
)cos(

:
2

1

tny

tnx 
其曲線長為

dttnntnn 




2

0
2

22
21

22
1 )(sin)(sin dx

n
xnx

n

n
n

n

2

2

0

22
2

2

122
1
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但後來我們查閱了文獻發現了此式在目前是無法以基礎函數表達的，只能用近似值去逼近。

以下附上由 Wolfram Alpha 算出的近似值(灰格者是重合的) 

),,( 21 nn  )0,3,(2  )
2

,3,(2   )
3

,3,(2   )
4

,3,(2   )
5

,3,(2   )
6

,3,(2   

曲線長 15.2530 

 

15.2564 

 

15.2530 

 

15.2552 

 

15.2547 

 

15.2564 

 

),,( 21 nn  )0,5,(3  )
2

,5,(3   )
3
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,5,(3   )
5
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6

,5,(3   

曲線長 24.5774 

 

24.6030 

 

24.5985 

 

24.5933 

 

12.5774 

 

24.5871 
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我們猜測在頻率比固定的情況下，重合的圖形有最短的曲線長(參數值從0到 2 )、標準的(存

在二重點在 x 軸或 y 軸上，如上表格第二列第二行)圖形有最長的曲線長。希望能未來能利用

Theorem 14.(二維圖形相位差變化可視為三維圖形的旋轉)的旋轉觀點加以證明。 

柒、 結論 

    這篇報告的主軸是研究 Lissajous 曲線，在過程中發現了二維的曲線可分為重合及不重合

兩個部分，也都分別得出了二重點之個數與參數值，並以此算出了隨之而來的分割區塊數。

在連續的部分也得出了切線斜率和反曲點個數等結果。三維的部分也如法炮製，探討了重合

的條件，卻發現三維中的 Lissajous 大部分是沒有二重點的，故也得出了有二重點的充要條件。

以下是我們研究的架構 
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旋轉、投影 



作品海報 

【評語】050401  

1. 本文主要探討 Lissajous曲線之性質，研究方法有創意，唯

這題材已有作品發表，需要做文獻探討，來說明本文與已發

表的相關文章是否有不同研究方向。 

2. 對三角參數方程式圖形的主要性質掌握度高，討論詳盡。從

二維推廣至三維的處理手法相似，並未能從中找出推廣至更

高維度的數學方法，值得再深究。 

3. 圖形自身的交點所代表的意義為何？二重點、四重點的重要

性及所代表的意義為何？ 

E:\中小科展_58屆\排版\050401-評語 

 



 
 

國中看了本書《數學 

女孩：圓圓的三角函數》 

，書中有提到，兩個互相 

垂直的三角函數，其產生 

的軌跡就是利薩如曲線。 

很湊巧的，暑假作業又是 

這本書的讀書心得，重新 

拾起這本書，再一次閱讀 

又是另外一番滋味，在我 

們討論的過程中，也與利 

薩如曲線有了第二次的相遇，美麗的圖形吸引了我們的

目光，這次，我們不滿足於書中給的介紹，便進行了一

些資料查閱，並一起討論，發現利薩如曲線並不只是肉

眼觸目所及的美，其搶眼的自交點變化更是引起了我們

研究的興趣，於是便有了這篇研究。 
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二重點
個數

分割區
塊數
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個數
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個數
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的條件
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四重點
個數

壹 、    研    究    動    機 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

旋轉、投影 

 

一、甚麼情況下 Lissajous 曲線會是重合的？            三、二維 Lissajous 曲線的連續性質。 
二、Lissajous 曲線的多重點(multiple point)個數。       

 

貳 、    研    究    目    的 

1 名詞定義  
Definition 1.利薩如曲線(Lissajous  curve): 
以參數式所定義的圖形稱為 Lissajous  curve， 
其中 、 為非 0 實數， 。並 
稱 為振幅， 為頻率， 為相位差。 
 
 
 
Definition 2. 重合: 

對以參數式定義的圖形 ，若 使得 皆有 ，則稱此圖形是重合的(當然， 和 需在定義

域內)，並稱 為端點參數。(如圖(2)) 
 

Definition 3.自交點 (double point): 

約定 、 、 、 、  

2 重合(※本報告只討論頻率比皆為有理數的”封閉”Lissajous 曲線) 
 

我們發現特定條件下，圖形會和自己重疊，形成看似不封閉的曲線(如圖(2))，我們稱它是重合的並給出以下條件: 
Theorem 1. 對，圖形是重合的充要條件為為整數。 
 
 

Proof:由定義知若圖形重合則存在 使得對所有 ， 恆成立， 

故需存在整數 使得 。由 Be’zout 定理知 即為等號成立之充要條件。□ 

由此條件可得到以下推論: 
(a)令 為重合的端點參數，則有 亦為端點參數。 
(b) 、 的取值為 的四個頂點中相異的兩個。 
(c)只需考慮 即可得到完整的圖形。 
(d)無相位的 Lissajous 曲線必重合。 
(e)任給定一有理數 p，以 p 為頻率比的重合 Lissajous 圖形只有兩種。 
3 多重點 
對平面上的 Lissajous 曲線來說(包括重合和不重合)，二重點是其唯一可能擁有的多重點。 

Theorem 3. 對不重合的 Lissajous 圖形 ，使得 之數對 必是下列兩種形式之一(其中

為整數): 

(I) ，其中 ， 。  

 
 
 
 

Proof: 圖形有二重點，即為存在相異的 (模 2)使得 ，即為存在整數 使

得 。分四種情況討論即可得。□ 
 

參 、    研    究    內    容 

圖(2) 

Theorem 1. 是重合的 是整數 可表示成 ， 的形式( 為整數)。 

 

Definition 3. 重點: 

曲線軌跡和它本身相交的點，且該點同時位於曲線的 個不同分支之上。 

Definition 2. 重合: 
對一以參數式定義的曲線 ，若存在 使得對任意實數 ， 和 在 上代表的點是恆

相等，則稱此圖形是重合的(當然， 和 需在定義域內)，並稱 為端點參數。(如圖(2)) 
 

Definition 1. 利薩如曲線(Lissajous curve): 

以參數式 定義的曲線稱為( 維)Lissajous curve，其中

為無共同因數的整數， 。(接下來的報告中以 稱之) 

 

圖(3) 

圖(4) 
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Theorem 2. 不重合的之二重點有 )1()1( 1221  nnnn 個，且其參數值 ),( 21 tt 必是下列兩種形式之一: 
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重合的曲線 0 之二重點有 )1)(1(
2
1

21  nn 個，且每個二重點擁有四個(模 2)相異的參數值，分別是

),,,(
21212121 n

h

n

k

n

h

n

k

n

h

n

k

n

h

n

k 






 ，













}1,...,2,1{

}
2

1,...,2,1{

2

1

nh

n
k

(假設 1n 為奇數)。 
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